A cosa serve la matematica?

MATEMATICA E’ CULTURA

Un viaggio nelle correlazioni tra «la regina delle scienze» e altre
realta apparentemente distanti

Annamaria Cavallo

Liceo Scientifico “Leonardo Da Vinci”, Fasano (BR)

anno scolastico 2007/2008

Liceo Scientifico “Leonardo Da Vinci”, Fasano (BR)



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

Anno scolastico 2007/2008

Classe 5™ A

Tesina di

Annamaria Cavallo

Materie trattate:

Italiano, Storia, Filosofia, Storia dell’arte, Fisica,
Matematica, Latino, Scienze della terra, Inglese,
Francese, Ed. fisica.

Raffaello, Scuola di Atene. L'affresco rappresenta dei celebri filosofi antichi intenti a dialogare tra loro, all'interno di
un immaginario edificio classico. Nel particolare Euclide.



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

V.V. Kandinskij, Punte nell’arco. 1927. Parigi P. Klee, Senecio, 1922. Basilea, Kunstmus.

Indice:

Introduzione

1 ITALIANO: Incontri di Dante con la matematica
1.1 Numerologia

1.2 Aritmetica

1.3  Logica

1.4  Calcolo delle probabilita

1.5 Geometria

1 Uno, cento, mille racconti

1.6  Lasestina lirica

1.7  Laletteratura combinatoria

1.8 I tarocchi: una macchina narrativa



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

3 FILOSOFIA: Filosofia della logica e logica matematica
3.1  Bertrand Russell

3.2  Logica delle proposizioni

3.3 Lanatura degli enunciati

3.4 Come e formata una proposizione atomica?

3.5 Le descrizioni definite

3.6  Lateoria di Peano

3.7  Paradosso delle classi

3.8 Il paradosso del barbiere

3.9 L’ABC della relativita

4 FISICA: Meccanica relativistica

4.1 Larelativita galileiana

4.2  La relativita ristretta

4.3 Larelativita generale

5 SCIENZE DELLA TERRA: La relativita e 'universo
5.1  L’evoluzione di una stella come il sole

5.2  Stelle di neutroni e buchi neri

5.3  Alcune applicazione della relativita nell’'universo

5.4  L’universo in espansione

5.5 Dalla terra all’'universo in tre momenti

5.6  Le coniche... in orbita

6 STORIA: La crittografia nella seconda guerra mondiale
6.1  Lacrittografia

6.2 Laseconda guerra mondiale

6.3  Storia di Enigma



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

7 STORIA DELL’ARTE: Matematica e Arte
7.1 Maurits Cornelis Escher

7.2 Escher matematico

7.3 Arte al cubo: lo sconvolgimento dei canoni pittorici
7.4  La quarta dimensione

7.5  Due fasi del Cubismo

7.6 Kandinskij

7.7 Mondrian

8 LATINO: Vitruvio

8.1 Lavita

8.2  De Architectura

8.3 L’uomo vitruviano

SCHEDA DI APPROFONDIMENTO
9 FRANCESE: Les matematiques

9.1  Descartes
9.2 Fermat

9.3 Lagéométrie analytique

11 ED. FISICA: La matematica nello sport
11.1  Pallone da calcio

11.2  Losci

11.3 Il cambio della bicicletta

11.4 Matematica e Formula 1

Conclusione
Bibliografia — Conferenze - Sitografia

Ringraziamenti

Giacomo Balla — Numeri innamorati

5 In questo dipinto il futurista Balla ritrae
alcuni numeri della famosa serie di Fibonacci

per esprimere un’idea di ordine superiore

collegata alla natura.



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

INTRODUZIONE

Perché ho deciso di impostare questo percorso sulla matematica?

Nel corso del mio ciclo di istruzione superiore, frequentando un liceo scientifico, ho dovuto
“fronteggiare” per cinque anni le applicazioni, i teoremi e le formule della matematica. E’
stato nella mia scuola che a primo impatto, grazie anche alla bravura dei docenti, mi sono
accorta della sua bellezza, scoprendo una disciplina affascinante e travolgente. Circa un
anno fa, dopo la lettura del saggio “Introduzione alla filosofia matematica”, ove Bertrand
Russell parla dei fondamentali della matematica (che cosa sono i numeri, che cos’e
I'infinito, quali metodi si usano per dimostrare un teorema) non credo di aver compreso
tutto, ma sono rimasta sicuramente entusiasta. Alla fine ho deciso di iscrivermi il prossimo
anno al corso di laurea in matematica. Molti avranno vissuto questa fase importantissima
della vita, dove si prova un senso di liberta, ci si trova davanti a vie immense spalancate sul
futuro, tutte ugualmente percorribili avendo tante alternative. Ebbene, anche all’interno
della matematica € cosi.

Nell’ambito di questo mio lavoro cerco di dimostrare come la matematica sia parte della
cultura in generale, e abbia quindi attinenza con la filosofia, la musica, la pittura, la
letteratura, le scienze, la teologia... La matematica e difficile ma bella e probabilmente &
bella anche perché ¢ difficile. Questa affermazione e stata spesso considerata dalla maggior
parte dei miei amici studenti, coetanei e non, come una provocazione e difatti contestata,
ma quando si capisce una teoria matematica, si coglie il significato di un risultato; o anche,
quando si riesce a risolvere un problema impegnativo, si prova grande soddisfazione e ci si
sente orgogliosi di se stessi. « La regina delle scienze» oggi pervade quasi ogni disciplina
possibile. Non mi riferisco solo alla fisica, alla chimica, all'ingegneria, all’economia, ma
anche alle scienze della vita. Da Dante ai medici, da Russell allo sport, tutto e
armoniosamente collegato sotto il segno della matematica.

Essa € molto simile alla musica: Mozart asseriva di vedere le sinfonie compresse in un
punto. L’unica cosa che doveva fare — diceva — era dispiegarle. Questo € quello che
succede anche nella matematica. Dimostrare, come rivela I’etimologia stessa della parola, ¢
rivelare un prodigio, mostrare un portento, un qualcosa di meraviglioso. A pensarci bene
questo aspetto € quasi piu vicino all’arte che alla scienza; ¢ davvero possibile lasciarsi
affascinare dalla bellezza del ragionamento. La matematica inoltre insegna a pensare in
modo razionale, perché ¢ la forma piu pura di razionalita, in un mondo che &
completamente irrazionale.

Rifacendoci al discorso sulla cultura in generale, ci accorgiamo, dunque, che in qualunque
arte ¢’e¢ una componente razionale, ispirata alla matematica: anche nella pittura, da Klee a
Kandinskij, o nella musica, da Bach a Schonberg. In definitiva, la matematica e
dappertutto, e vale davvero la pena di studiarla, per capire meglio non solo il mondo
tecnologico nel quale viviamo, ma anche l'intera cultura e quindi il mondo umanistico. E,
naturalmente, per imparare a pensare con la propria testa e a non diventare schiavi di una
societa che vorrebbe dominarci attraverso lirrazionale che rischia altrimenti di
sommergerci.

La matematica e cultura. E la cultura rende liberi.

Annamaria Cavallo
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“Considerate la vostra semenza: fatti non foste a viver come bruti, ma per seguir virtute e
canoscenza.”
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L’approccio ad uno dei testi letterari piu
ammirati del panorama artistico mondiale
rivela sin dai primi canti il genio dell’autore,
sorprendente  considerando il contesto
culturale dell’epoca. In questo quadro bene si
inserisce una delle caratteristiche peculiari
della Commedia: la polisemia, ossia la
ricchezza inesauribile di significati collegati
alla stretta interpretazione del testo. E
pacifico che in un qualunque altro testo non
letterario a prevalere sia la denotazione, cioe
il significato letterale. Invece, e la Commedia
rappresenta il non plus ultra del genere,
nell’opera letteraria, il testo assume un ruolo
connotativo, richiamando Iinsieme di
ulteriori  significati che sovente non
coincidono con quelli letterari ma sono piu
importanti e che di tanto in tanto possono
essere evocati da piccoli elementi del testo
stesso. La connotazione, che e figura e anche
ricerca, rappresenta una tra le tante chiavi
interpretative che ci consentono di penetrare
nel microcosmo della letteratura, che puo
apparire estraneo alla dimensione della vita
pratica, ma in realta esprime l’essenza piu
autentica dell'uvomo, ossia il suo mondo
spirituale.

Andrea del Castagno, ritratto di Dante.



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

Sono molteplici gli studi dedicati all’analisi
sulla presenza della matematica nelle opere di
Dante e nella Divina Commedia in particolare.
La Commedia, infatti, segno il destino di
Dante scrittore e quello nostro: del grande
pubblico di lettori ed interpreti a cui egli
stesso si rivolgeva nella sua opera. Nel tempo
in cui visse Dante laspetto matematico
dell’'universo veniva studiato soprattutto come
ramo della filosofia. Ecco alcuni numeri che
costituiscono la struttura dell’opera dantesca:

1 e 3 sono numeri di fondamentale
importanza, i quali si riconducono
naturalmente a Dio, all’assoluto e alla perfezione. Il 3 rimanda alla Trinita cristiana. Ma
tripartito e anche il male, il peccato, I'inferno e quindi il fiume Acheronte. A parte il primo
canto, che e il prologo dell’opera, seguono 33+33+33 canti scritti in terzine. Il 9 era
considerato un numero sacro nel medioevo e rappresenta la rinascita, il rinnovamento,
I'invenzione e la crescita attraverso l'ispirazione divina poiché quadrato del numero 3. I
canti sono 100, numero perfetto perché potenza di 10, a sua volta connesso all’1 Divino.

4 ¢ il numero che rappresenta gli elementi primari da cui tutte le cose sono create: aria,
acqua, terra e fuoco. Inoltre 4 sono le morti simboliche di Dante nella Divina Commedia:
sviene nella Selva Oscura, precipita al piano dell’Acheronte, cade “come corpo morto cade”
davanti agli spiriti di Paolo e Francesca, cade vinto, infine, nel Purgatorio prima del Lete.
Vi sono 4 terremoti, 4 ruine e 4 fiumi. Anche 4 sono le volte in cui sorride Virgilio.

Il 5 viene utilizzato da Dante per indicare gli aspetti maligni delle cose: la Luna compie 5
cicli prima che Ulisse coli a picco e 5 sono gli eretici dalle laide colpe.

Il 7 € il numero della perfezione umana, il numero dei giorni della settimana (sei giorni piu
il dies dominicus), dei sacramenti, ma anche in connotazione negativa il numero dei sette
vizi capitali.

70, per concludere, € il numero della vita perfetta (da cui la perifrasi dantesca che, nel
primo verso del poema, indica i trentacinque anni di eta del poeta).

Questi sono soltanto alcuni piccoli riferimenti della presenza corposa di numeri nascosti
tra le terzine dantesche.
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All’eta di 25 anni Dante si avvicina al mondo della filosofia ed in
particolare a Boezio, nella sua duplice veste di traduttore delle
opere di Euclide e valente matematico, autore di pregevoli trattati di
geometria e di aritmetica. Dante inoltre studia a Firenze, terra di
maestri d'abaco di risapute capacita. Cio precisato fa comprendere i
numerosi riferimenti matematici presenti nell'opera, segno di vasta
e specifica conoscenza della materia.

Un passo della Divina Commedia in cui si pud analizzare un
riferimento all’aritmetica si trova in Paradiso XV 55-57 dove
Cacciaguida racconta a Dante come era la Firenze dei suoi tempi.

Tu credi che a me tuo pensier mei
da quel ch'e primo, cosi come raia
da l'un, se si conosce, il cinque e 'l sei

“tu credi che il tuo pensiero discenda a me da Dio, cosi come il cinque e il sei derivano
dall’'unita, se essa é conosciuta”.

E’ noto, infatti, che in matematica si possono costruire tutti i numeri naturali a partire dal
primo. Il numero naturale n+1 € il successivo si n mentre il numero naturale n-1 ¢ il suo
precedente. La notazione simbolica “n” e stata utilizzata dai matematici, pero, solo di
recente. Per Dante, invece, il cinque e 'l sei indicano numeri generici successivi. D’altro
canto anche Euclide quando nella sua opera “Elementi” formula la prima rappresentazione
organica e completa della geometria e vuole considerare un numero generico di numeri
primi ne prende tre. Alcuni critici hanno esageratamente visto in questa terzina
un’anticipazione della teoria di Giuseppe Peano il quale dimostrera che e possibile
costruire l'intera teoria dei numeri naturali partendo da tre concetti fondamentali (zero,

numero e successore) e da 5 assiomi.

Un altro riferimento all’aritmetica ¢ quello che si trova in Paradiso XXVIII 91-93 dove
Dante affronta I’analisi delle gerarchie angeliche:

L'incendio suo seguiva ogni scintilla
Ed eran tante, che 'l numero loro
Piu che 'l doppiar de li scacchi s'inmilla.

Ogni scintilla, e qui si parla di angeli numerosi come
scintille, girano nel cielo. Questi non si contano ad uno ad
uno, ma a mille a mille. Il numero totale € piu grande della
progressiva duplicazione degli scacchi. Si allude alla
leggenda di origine araba secondo la quale l'inventore degli
scacchi, Sissa Ebu Daher, presento al re di Persia il nuovo
gioco non appena ideato. Il re, apprese le regole, ne fu subito
entusiasta e chiese al suo inventore quale dono desiderasse

10
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come ricompensa. Con apparente umilta Sissa Ebu Daher, che indubbiamente doveva
conoscere assai bene la matematica ed i calcoli sull’elevamento a potenza, chiese che gli
fosse donato unicamente un poco di grano per il bisogno suo e della sua famiglia.
Precisamente chiese solo un chicco di grano per il primo riquadro della scacchiera, due per
il secondo, quattro per il terzo, otto per il quarto e cosi via per tutti i sessantaquattro
riquadri. Il re ed i suoi cortigiani, certamente non esperti di matematica, irrisero della
richiesta dell'inventore, poiché, secondo loro, aveva chiesto un premio eccessivamente
modesto, sprecando cosi una buona occasione. Per mantenere la propria promessa il re
fece chiamare i matematici di corte per eseguire il calcolo che, gia dalle prime file di
riquadri, si mostrava un po’ troppo complicato. I matematici eseguirono il calcolo, e
scoprirono allibiti e costernati che i chicchi di grano corrispondenti all’ultima casella erano
ben 18.446.744.073.709.551.615, ossia due elevato alla sessantaquattresima potenza. Una
tale quantita di grano non era reperibile in tutto l'intero regno persiano. Dante in questo
modo ha reso perfettamente 1'idea di infinito trasmessa dalla moltitudine degli angeli in
Paradiso.

Affascinante ¢ il passo del XXXIII canto del Purgatorio, precisamente nei versi 37-
45, 1 quali sono al centro di una querelle tra studiosi:

nel quale un cinquecento diece e cinque

Se si scrive il numero utilizzando la notazione latina risulta DXV. I piu grandi dantisti si
chiedono se questo sia 0 meno un anagramma di DUX (ai tempi di Dante si riferiva forse
ad Arrigo VII) oppure l'espressione di un monogramma greco di Cristo, o ancora Domini
Xristi Vergatus. Supponendo che Dante conoscesse gia i numeri arabi, il 515
rappresenterebbe la distanza cielo-terra espressa in anni. Se invece si pensa al latino, 515 ¢
Mater Christi mentre in greco ¢ Parthenos, ossia Vergine.

| =2

Dante in un affresco di Luca Signorelli

11
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Il paragone che Dante fa nel Convivio tra
Paritmetica e il sole € uno delle elaborazioni
piu strepitose di uno spirito arguto e
profondo come I'autore.

“E lo cielo del Sole si puo comparare
a l'Arismetrica per due proprietadi:
l'una si e che del suo lume tutte
Ualtre stelle s'informano; Ualtra si e
che l'occhio nol puo mirare.. E queste
due proprietadi sono ne
U'Arismetrica: che del suo lume tutte
s'tlluminano le scienze (...) L'altra
proprietade del Sole ancor si vede nel
numero, del quale e lUArismetrica:
che l'occhio de lo 'mtelletto nol puo
mirare; pero che 'l numero, quant'e
in se considerato, e infinito, e questo
non potemo noti intendere.”

Cosi come il sole illumina tutti i corpi celesti della sua galassia e non e possibile guardarlo
poiché troppo luminoso, cosi 'aritmetica illumina tutte le altre discipline scientifiche ma
nella sua luminosita accecante non e accessibile alla mente umana, soprattutto in
riferimento all’idea d’infinito.

E’ impossibile parlare di Logica Matematica nella Divina Commedia considerando il
periodo in cui visse Dante e sapendo bene che nacque solo alla fine del 1700. Per quanto
riguarda la biografia dell’autore, sappiamo che oltre ad aver effettuato i suoi studi di
filosofia a Firenze, frequento posti come Bologna dove cominciavano a circolare certe idee
della logica modale.

Paradiso XII 134-135
e Pietro Spano,

lo qual giu luce in dodici libelli

Dante parla di Pietro Spano o Ispano un medico e teologo che divento papa col nome di
Giovanni XXI. I dodici libri a cui si allude nel verso 135 sono le Summulae logicales nelle
quali entro in polemica col neoaristotelismo di San Tommaso. A lui si deve la prima
definizione di logica anche se oggi € ritenuta inaccettabile dagli esperti. Nelle Summulae
logicales sono presenti numerosi sillogismi ancora in uso, del tipo “barbara” per indicare la
forma: “ogni B € A, ogni C ¢ B, dunque ogni A € C”. Dante conosceva questo tipo di logica
avendo studiato logica al massimo livello per i suoi tempi.

12
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Nel canto politico del Paradiso, precisamente nei versi 19-21 ove Giustiniano elabora
un excursus storico sulla storia di Roma simbolicamente rappresentata dall’aquila, a
partire dalla fondazione dell’'Urbe con Enea fino ai tempi della lotta tra Guelfi e Ghibellini:

Io li credetti; e cio che 'n sua fede era,
vegg'io or chiaro si, come tu vedi
ogni contradizione e falsa e vera.

“lo gli ho creduto; e cio che era oggetto della sua fede, lo vedo ora con la stessa chiarezza
con cui puoi distinguere in ogni contraddizione il falso dal vero.”

Il riferimento e¢ al “principio di non contraddizione”, uno dei cardini della logica
aristotelica (in base al quale “a non € allo stesso tempo non a”), insieme al principio
d’identita (“a € a”) e a quello del terzo escluso (“una cosao € aononea”).

Un altro riferimento alla logica € presente nell'Inferno XXVII 112-123:

Francesco venne poi com'io fu' morto,
per me; ma un d'i neri cherubini
li disse: "Non portar: non mi far torto.

Venir se ne dee giu tra ' miei meschini
perché diede 'l consiglio frodolente,
dal quale in qua stato li sono a’ crini;

ch'assolver non si puo chi non si pente,
né pentere e volere insieme puossi
per la contradizion che nol consente".

Oh me dolente! come mi riscossi
quando mi prese dicendomi: "Forse
tu non pensavi ch'io loico fossi!".

Il riferimento e alla vicenda di Guido da Montefeltro, il quale fu capo militare poi si fece
frate francescano per espiare i propri peccati, ma il papa Bonifacio ve lo fece ricadere.
Quando ormai era frate, papa Bonifacio, in guerra con i Colonna, gli chiese consiglio per
conquistare Palestrina assediata e vincere la guerra, e gli promise I’assoluzione in anticipo.
Il consiglio fu di promettere molto e mantenere poco. Per questo motivo alla sua morte
Panima fu contesa a san Francesco, che voleva portarla in paradiso, dal diavolo che
dimostro trattarsi di un peccatore, a causa di quel consiglio fraudolento. Per questo motivo
si trova ora nell’ottava bolgia.

L’incredibile ragionamento del cherubino ¢ il seguente: “Assolver non si puo chi non si
pente” ovvero “ogni assolto € un pentito” ed utilizzando I'insiemistica se A ¢ I'insieme degli
assolti e P quello degli uomini pentiti: A c B.

13
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“Né pentere e volere insieme puossi” significa che “nessun pentito € un peccatore
volontario”, se V € linsieme dei peccatori volontari, l'insieme P sara incluso nel

complementare di V:
U

Cio implica che nessun assolto puo essere un peccatore volontario cioe che I'insieme degli
assolti & incluso nel complementare di peccatori volontari:

OO

In questo modo Guido non puo sfuggire al proprio destino.

14
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Dei tanti riferimenti matematici non manca il calcolo delle probabilita, meglio espresso in
un passo del canto politico nel Purgatorio VI 1-3:

Quando si parte il gioco de la zara,
colui che perde si riman dolente,

repetendo le volte, e tristo impara

“quando finisce il gioco della zara e i giocatori si separano, colui che perde rimane triste,
ripetendo le giocate con 1 dadi, e, indispettito con se stesso cerca di imparare per la
prossima volta.”

La famosa similitudine con cui si apre il canto VI del purgatorio fa riferimento al gioco dei
dadi o della zara, termine di origine araba che significa appunto “dado” e che poi ha dato
origine alla parola azzardo. Sembra che questo gioco fosse molto praticato da gente di ogni
condizione sociale. Su di una tavola erano scritti dei _

numeri sui quali il giocatore puntava. Nel caso in cui
i 3 dadi, una volta lanciati, dessero il numero
corrispondente a quello su cui si era puntato, il
giocatore aveva vinto. I valori possibili sono quelli
che vanno da 3 a 18, ma per regola sui numeri 3, 4,
17, 18 il giocatore non poteva puntare. L’analisi del
gioco ¢ matematicamente molto semplice: due
numeri, 10 e 11 hanno probabilita maggiori di uscire
rispetto agli altri e puntare sui valori come 5 e 16 da
poche occasioni di vittoria. Rispetto a questa
terzina, gli studiosi hanno ritenuto che si potesse
collocare un’anticipazione della teoria della
probabilita affrontata da Galileo, Fermat e Pascal.

Per quanto concerne la geometria, ai tempi di Dante lo studio di questa scienza era dettato
da motivi di ordine pratico. Mentre I'impero romano d’Oriente fu in grado di portare
avanti, senza soste, la tradizione scientifica dell’ellenismo, nell'impero d’Occidente si
salvarono solo dei frammenti della scienza antica grazie anche al gia citato Boezio. Lo
studio della geometria di Euclide richiedeva studi piu approfonditi strettamente collegati
alla filosofia.

Uno dei piu famosi passi matematici di Dante e collocato nell'ultimo canto del
Paradiso 133-138:

Qual e 'l geometra che tutto s'affige
per misurar lo cerchio, e non ritrova,
pensando, quel principio ond'elli indige,

15
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tal era io a quella vista nova:
veder voleva come si convenne
l'imago al cerchio e come vi s'indova

“Come lo studioso di geometria che si concentra con tutte le sue capacita intellettuali per
risolvere il problema della quadratura del cerchio, e non trova il principio di cui ha
bisogno, cosi io mi trovavo davanti a quella straordinaria visione: volevo capire come
Iimmagine umana si adattasse alla forma del cerchio e in che modo trovasse posto in
essa’.

In questo modo Dante dimostra quanto sia difficile riuscire a
descrivere il trascendente in termini di comprensibilita umana, il
problema ¢ difficile quanto calcolare 'area di un cerchio in modo da
trasformarlo in un quadrato di superficie equivalente. L’introvabile
principio necessario alla soluzione consiste nel rapporto tra
diametro e circonferenza.

Nel XVII canto del Paradiso Dante chiede all’avo Cacciaguida di rivelargli le future
vicende della sua vita e si rivolge nel seguente modo:

O cara piota mia che si t’insusi
che, come veggion le terrene menti
non capere in triangol due ottusi,
cosi vedi le cose contingenti
anzi che sieno in sé, mirando il punto
a cui tutti li tempi son presenti;

“O cara radice della mia famiglia, che t'innalzi cosi in alto, che, come la mente dei mortali
vede che due angoli ottusi non possono essere contenuti in un triangolo, con la stessa
chiarezza discerni le cose che possono essere o non essere prima che esistano in atto
contemplando la divina essenza, il punto in cui tutti i tempi sono presenti.”

In questo passo Dante si riferisce ad una delle regole elementari dei triangoli, ovvero al
fatto che in un triangolo puo essere presente uno e un solo angolo ottuso, poiché la somma
degli angoli interni di un triangolo ¢ di 180°.

=000
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Ritornando sempre al Paradiso ed in particolare nel canto XIII 88-101 dove discute
sulla contraddizione tra la sapienza perfetta di Adamo e di Cristo e la sapienza di
Salomone:

el fu re, che chiese senno
accio che re sufficiente fosse;

non per sapere il numero in che enno
li motor di qua s, o se necesse
con contingente mai necesse fenno;

non si est dare primum motum esse,
o se del mezzo cerchio far si puote
triangol si ch'un retto non avesse.

Troviamo due tipi di affermazioni, uno di carattere geometrico 'altra di carattere fisico.
Dante, infatti, si chiede se € possibile che un moto non sia generato da una causa, se quindi
esiste un moto assoluto. Ed infine si chiede se un triangolo inscritto in una
semicirconferenza avente per lato il diametro non sia rettangolo. Ovviamente Dante
prende queste affermazioni come esempi di qualcosa di certamente falso, infatti se ¢’¢ un
moto allora vi € necessariamente qualche cosa che 1’ha generato e se un triangolo e
inscritto in una semicirconferenza avente un lato per diametro, questo € necessariamente
rettangolo.
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UNO, CENTO, MILLE RACCONTI

"Un matematico il quale non abbia in sé nulla di poetico non sara mai un matematico
completo”.

1.6 La sestina lirica

Verso la fine del secolo XII il poeta provenzale Arnaut Daniel introdusse la sestina lirica. Si
tratta di un componimento poetico composto da sei strofe di sei versi ognuna, le stanze,
chiuse da un congedo di tre versi.

La sua caratteristica principale € ’adozione, a fine verso, di parole-rima. Le parole-rima
della prima strofa sono prese e permutate nelle altre strofe secondo una regola ben precisa:
si riscrive ogni volta la sequenza prendendo in ordine successivo I'ultima parola-rima della
stanza precedente, poi la prima, poi la penultima, poi la seconda, ecc.

Scelte quindi le sei parole-rima, che indichiamo con A, B, C, D, E, F, queste vengono poste
a fine di ogni verso della prima stanza. Nelle stanze successive, le stesse parole-rima si
ripresentano a fine verso secondo lo schema della figura.

n" verso

1" 2 & 4 & 6

strofa ] A B C D E F
2 F A E B D C

3 C F D A B E

4 F C B F A D

5 b E A S F B

6 B D F E C A

Nelle stanze si scelgono, quindi, sei particolari permutazioni, delle 6! = 720 possibili, delle
parole-rima.

Nella poesia italiana la sestina lirica € stata utilizzata soprattutto da Petrarca (che ne
compose otto piu una sestina doppia, tutte presenti nel Canzoniere), ma anche da Dante e

da Ungaretti.

Francesco Petrarca
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1.7 La letteratura combinatoria

“L’ispirazione, che consiste nell’'ubbidire
ciecamente ad ogni impulso, ¢é in realta una
schiavitu. Il classico che scrive la sua
tragedia osservando un certo numero di
regole che conosce ¢ piu libero del poeta che
scrive quel che gli passa per la testa ed e
schiavo di altre regole che ignora.”

(Raymond Queneau)

Con il termine letteratura combinatoria il
matematico francese Francois Le Lionnais, defini,
nel 1961, 'ambito in cui si collocano opere letterarie
la cui originalita creativa risiede nelle caratteristiche
strutturali che le hanno prodotte.

Si tratta di composizioni letterarie potenziali,
generate dalle diverse possibili combinazioni degli
elementi da cui l'opera trae origine. Tale
composizione letteraria si sviluppa seguendo precisi
schemi stabiliti a priori.

Per esempio, nell’'opera Cent Mille Milliards de Poemes, Raymond Queneau scrive dieci
sonetti con le stesse rime e con una struttura grammaticale tale che ogni verso di ciascun
sonetto € intercambiabile con un altro verso situato nella stessa posizione. Per ciascun
verso si ottengono cosi dieci possibili scelte indipendenti e, poiché i versi sono 14, i sonetti
possibili in totale sono 104: centomila miliardi di poesie.

" Ma in definitiva che cosa esplora? "

" Il mondo delle realta matematiche."”

" E come lo esplora? "

" In tutti i modi."

" E lei dice che questo mondo sfugge al dominio della ragione? "

" Mi pare di si."”

" Ci sarebbe dunque come un inconscio matematico," disse il mio
interlocutore con viva soddisfazione, e rivolgendosi subito agli altri

annuncio:

" Ecco dunque la ragione ancora una volta vinta; in tutti i campi l'inconscio

vincera."”
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“Uno dei commensali tiro a sé le carte sparse [...] prese una carta e la poso
davanti a sé. Tutti notammo la somiglianza tra il suo viso e quello della
Sfigura, e ci parve di capire che con quella carta egli voleva dire “io” e che
s’accingeva a raccontare la sua storia.”

(Italo Calvino, Il castello dei destini incrociati)

Ne Il castello dei destini incrociati e La taverna dei destini
incrociati, Italo Calvino ricava delle storie dalla
“successione delle misteriose figure dei tarocchi”. In
entrambe le parti del libro le prime 6 storie si dispongono
come in un cruciverba.

Per esempio, nel Castello i commensali, privati della voce
da un incantesimo, pongono sul tavolo le carte dei tarocchi
per narrare ognuno una storia. Le sequenze di carta si
incrociano e le diverse storie si ottengono dando diverse
interpretazioni della figura. La disposizione delle carte, e
quindi l'intersecarsi delle storie, viene illustrato oltre che
verbalmente, attraverso la loro produzione nei margini del
libro. 11 fascino e loriginalita dell’opera risiedono negli
intrecci combinatori del gioco, ma anche nella particolare
scelta dei mazzi di tarocchi. Le figure che ispirano le trame del Castello sono i Tarocchi
viscontei, mentre per La Taverna si tratta di tarocchi del “700 di Marsiglia. Le storie che ne
scaturiscono dalla ineguagliabile fervida fantasia di Calvino sono per lo piu drammatiche e
vissute personalmente dai personaggi che le raccontano assumendo di volta in volta la
fisionomia dei tarocchi stessi.

Anche Calvino, come Raymond Queneau, ha fatto parte dell’OuLiPo (Ouvroir de
Littérature Potentielle) traducibile in italiano "officina di letteratura potenziale". Si tratta
di un gruppo di scrittori e di matematici che cercano di elaborare nuovi schemi per la
letteratura con vincoli utili per stimolare idee ed ispirazioni.

Secondo Italo Calvino ’OuLiPo ¢ “una specie di societa
segreta, una singolare consorteria di letterati con
la passione della matematica e di matematici con
la passione della letteratura, in cui domina il
divertimento, l'acrobazia dell'intelligenza e
dell'immaginazione, in cui si pensa e si parla
attraverso ghiribizzi e capriole del linguaggio e
del pensiero”
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I frattali sono enti geometrici scoperti e studiati solo di recente grazie soprattutto alle
analisi eseguite dal matematico Mandelbrot, i quali attraggono studiosi e non, rendendo la
matematica una scienza ancor piu affascinante. In questo capitolo propongo un percorso
che si accinge ad esaminare i metodi di costruzione frattale pitt importanti partendo dalle
definizioni e dallo studio delle derivate per poi giungere al caso particolare della curva di
Von Koch e di Hilbert ed all’applicazione dei frattali in borsa, argomento estremamente
attuale.

Data una funzione y = f(x), definita in un intervallo [a,b] si dice incremento della
variabile indipendente x nel passaggio dal valore iniziale xo, al valore x = xo + h, la
differenza:

Ax=h=x-Xo

Questo incremento pud essere positivo o negativo: allora il punto x si trova,
rispettivamente, alla destra o alla sinistra del punto xo.

Si dice incremento della funzione y = f(x) relativa al passaggio dal valore x, al valore
X = Xo + h la differenza:
Ay = (X0 + h) — f(x0)

Questo incremento puo essere positivo, nullo o negativo.

Si chiama rapporto incrementale della funzione f(x) relativo al punto x, e
all'incremento h il rapporto:

Ay = f(x0 + h) — f(x0)

Ax h

tra lincremento Ay della funzione e lincremento Ax della variabile indipendente.

Si chiama derivata della funzione y = f(x) nel punto xo, il limite, se esiste ed ¢ finito, del
rapporto incrementale per h che tende a o.
Pertanto la derivata f (xo) =
lim f(xo + h) — f(x0)
h—o h
nelle ipotesi che il limite del secondo membro esista e sia finito.

Se una funzione € derivabile nel punto x,, allora ¢ necessariamente continua in tale punto.
Da questo teorema segue che: nei punti di discontinuita una funzione non pud ammettere
derivata. La proprieta inversa del teorema non € vera; cioe: se una funzione € continua in
un punto Xo non e detto che sia derivabile in tale punto. Dunque, la derivabilita € una
condizione piu restrittiva della continuita.

21



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

Si dice che f(x) ammette derivata destra nel punto xo, quando esiste il limite del
rapporto incrementale destro al tendere a zero (per valori positivi) dell'incremento h della
variabile indipendente. Analogamente si definisce la derivata sinistra di f(x) nel punto
Xo.

lim f(Xo + h) — f(Xo) lim f(Xo + h) — f(Xo)
h— o h e ho h

Se esiste la derivata f ‘(x), esistono anche separatamente la derivata destra e quella sinistra
e sono uguali tra loro: cioe si ha: f’(xo) = f ’+(X0) = f “-(x0) e Viceversa.

Il valore della derivata f ‘(x), in un dato punto xo, € uguale al coefficiente angolare m della
tangente alla curva di equazione y = f(x), nel punto P[xo, f(Xo)].
Se a e 'angolo che I'asse x forma con la retta t tangente alla curva di equazione y = f(x), nel
punto P di ascissa Xo, si ha:

m = tga = f ‘(x)

Vediamo cosi che I'esistenza della derivata e legata all’esistenza della tangente alla curva di
equazione y = f(x) e il coefficiente angolare della tangente deve essere finito.

In altre parole la tangente non deve essere parallela all’asse y.

In quest’ultimo caso infatti risulta a = 90° e la tangente goniometrica di tale angolo non
esiste.

Una curva continua puo in certi punti non ammettere la tangente, o averne una parallela
all’asse y e quindi per i valori corrispondenti di x, la funzione f(x) non ammette derivata.

Si possono presentare questi casi:

1. Se le derivate destra e sinistra in X, esistono e sono finite entrambe o sono
differenti, cio corrisponde al caso in cui nel punto di ascissa x, esistono, a destra e a
sinistra, delle tangenti non parallele all’asse y, ma queste tangenti sono differenti. E’
questo il caso rappresentato dal punto P;. Questi punti si dicono punti angolosi
della curva.

2. Nel caso in cui i limiti destro e sinistro tendano a +w e a -, rispettivamente, si dice
che nel punto x, si ha una cuspide verso il basso (¢ il caso del punto P,). Invece, se
i limiti destro e sinistro tendono a —» e a +o, rispettivamente, si dice che nel punto
Xo si ha una cuspide verso lalto (¢ il caso del punto P-).

3. Nei punti come P; si ha che i limiti tendono entrambi a +; in tal caso si dice che nel
punto P; si ha un punto di flesso a tangente verticale.

b v ——— e )

22



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

Se pensiamo ad una curva continua, ci viene subito in mente qualcosa di tondeggiante.
Tuttavia abbiamo visto che il grafico di una funzione continua pud ammettere punti
angolosi, nei quali non esiste la derivata e quindi la tangente. Piu difficile puo essere
I'immaginare una curva continua fatta solo di punti angolosi.

Il matematico Helge von Koch invento una curva fatta proprio in questo modo: una curva

continua che non ha tangente in alcun punto. Il modo migliore per darne un’idea e
descrivere la sua costruzione.

| ) / \__m
‘ i
=" |

A C D B|A C D B

a. Dato il segmento AB, dividiamolo in tre segmenti congruenti: AB = CD = DB.
b. Costruiamo il triangolo equilatero CDM e consideriamo la spezzata ACMDB
c. Ripetiamo sei lati della spezzata 'operazione seguita su AB.

Possiamo immaginare di ripetere la stessa operazione all’infinito: la curva limite a cui
tende la spezzata € la curva di Von Koch. Una curva fatta tutta di spigoli.

qjﬁL" Se invece di applicare il procedimento precedente a un

E-wh} segmento, fossimo partiti da un triangolo avremmo

ottenuto una curva simile alla circonferenza per la parte
tﬁ}u di piano che delimita, ma con infiniti punti angolosi.
ai Questa curva viene chiamata fiocco di neve.
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Il termine frattale viene coniato nel 1975 da Benoit
Mandelbrot, e deriva dal latino fractus (rotto,
spezzato), cosi come il termine frazione; infatti le
immagini frattali sono considerate dalla matematica
oggetti di dimensione frazionaria.

La curva di von Koch, quindi, € un esempio di frattale:
una figura auto simile, vale a dire che presenta lo
stesso motivo a qualunque scala. Ingrandendo un
particolare di un frattale, otteniamo un’immagine che
ha la stessa forma della figura di origine.

L’aspetto forse piu affascinante dei frattali € che riescono a produrre in maniera
soddisfacente molti fenomeni e oggetti presenti in natura, dalle coste marittime alle catene
montuose.

Dice Mandelbrot: “Perché la geometria e spesso descritta come fredda e asciutta? Una
ragione sta nellincapacita di descrivere la forma di una nuvola, di una montagna, del
profilo di una costa o di un albero. Le nuvole non sono sfere, le montagne non sono cont,
le coste non sono cerchi e la corteccia non e piana, né un fulmine viaggia su una linea
retta.”

Per la scoperta dei frattali Mandelbrot, nel 1993, ha ricevuto il premio Wolf per la fisica, un
prestigioso riconoscimento scientifico internazionale, analogo al premio Nobel.

Esaminiamo la struttura di un abete: ogni ramo e
approssimativamente simile all’intero albero ed ogni ramo € a sua
volta simile al proprio ramo di origine, e cosi via.

Anche i cristalli sono un esempio di frattali in natura.
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Proviamo a costruire il frattale dell’abete:

a) Disegniamo un segmento verticale e costruiamo su un estremo di questo una
biforcazione, cioe due segmenti lunghi ciascuno la meta del segmento di partenza,
che formino tra loro un angolo di 120°.

b) Su ciascuno dei due segmenti piu corti, costruiamone altri due, ognuno di lunghezza
pari al segmento da cui partono e ancora con un angolo di 120° tra loro.

Continuando il procedimento allo stesso modo sui segmenti successivi, questi saranno
man mano piu corti e pit numerosi. Questo processo di ramificazione € la caratteristica
principale dell’abete.

NN

Secondo Mandelbrot le relazione tra frattali e natura sono piu profonde di quanto si creda:
“Si ritiene che in qualche modo i frattali abbiano delle corrispondenze con la struttura
della mente umana, e per questo che la gente li trova cosi familiari. Questa familiarita e
ancora un mistero e piu st approfondisce l'argomento piu il mistero aumenta”

(B. Mandelbrot)

In matematica, una curva € una funzione continua ed € un ente geometrico ad una sola
dimensione.

Nel 1890 il matematico Giuseppe Peano scopri una curva particolare (detta curva di
Peano) che aveva la proprieta di riempire un quadrato. Data la definizione di curva € noto
che essa abbia una sola dimensione, mentre il quadrato ne ha due facendo, di conseguenza,
nascere un’ambiguita.

Successivamente il matematico Hilbert studio una curva simile a quella di Peano, avente la
stessa proprieta.

Per costruire tale curva si divide in quattro parti uguali un quadrato di lato unitario e si
congiunge il centro di questi quadrati ai quadrati a loro adiacenti con una linea spezzata di
tre segmenti ottenendo una poligonale ovvero una spezzata chiusa e non intrecciata.
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I 4 quadrati, poi, si dividono in altri 4 quadrati e si ripete il procedimento precedente.

I 16 quadrati ottenuti vengono divini in altri 4 quadrati uguali seguendo lo stesso
procedimento e cosi via...
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Si ottiene un frattale costituito da un quadrato di lato unitario.

Le immagini generate applicando con i computer le teorie matematiche relative ai frattali
sono di grande bellezza, tanto da far nascere una vera e propria “arte frattale”.
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Negli ultimi anni, molti scienziati e matematici hanno iniziato a considerare la possibilita
di prevedere I'andamento dei mercati in borsa. In questo ambito ha trovato un importante
spazio I’applicazione della teoria dei frattali. La scoperta e lo studio della natura frattale dei
mercati finanziari dimostrano in sostanza che la distribuzione dei rendimenti delle attivita
finanziarie sono delle distribuzioni frattali che godono di alcune importanti proprieta tra
cui l'invarianza rispetto alla scala temporale e l'esistenza di una «memoria a lungo
termine» che lega i dati della serie storica.
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FILOSOFIA DELLA LOGICA E LOGICA
MATEMATICA

Tantissimi filosofi dai tempi dell'antica Grecia, come i Pitagorici, hanno dato particolare
importanza alla matematica nell'ambito dello sviluppo del loro pensiero. I Pitagorici, ad
esempio, per primi si applicarono alla matematica facendola progredire, e, nutriti della
medesima, credettero che i principi di questa fossero principi di tutti gli esseri. Da questi ai
filosofi contemporanei, l'influenza determinante della matematica € completamente
dimostrata. In particolar modo per la filosofia della logica € opportuno ricordare Bertrand
Russell, il quale intende la logica come fonte di metodi, linguaggi e principi che possono
essere suggeriti dalla riflessione sui modi di argomentare in ambito matematico e che, in
linea di principio, possono essere usati per formare ragionamenti corretti. La logica sta
nellintersezione tra la filosofia, con l’analisi del linguaggio e del ragionamento; la
matematica, con le sue leggi; e, dalla seconda meta del Novecento, I'informatica.

3.1 Bertrand Russell

Bertrand Russell nacque in Gran Bretagna il 18 maggio 1872. Dopo gli studi compiuti a
Cambridge, dove si interesso soprattutto di matematica e di filosofia, fu docente del Trinity
College dal 1895. La curiosita per la matematica e la logica lo
portarono ad interessarsi di Leibniz, in cui trovava espressa la tesi
~ secondo la quale i principi della matematica sono deducibili da
principi logici tramite mezzi strettamente logici.

Nel 1903 pubblico i Principles of mathemathics e quindi, il suo
capolavoro in tre volumi, Principia Mathematica, una vera
“bibbia” della logica moderna. Tra il 1910 e il 1916 ebbe come
allievo a Cambridge Ludwig Wittgenstein, con cui intrattenne un
amichevole e fruttuoso dialogo filosofico. Durante la prima guerra
mondiale fu costretto ad abbandonare I'insegnamento causa delle
sue idee pacifiste. Da allora si dedico ad un intensa attivita di
divulgazione ed impegno etico - politico. Nel 1950 ricevette il
premio Nobel per la letteratura. Dopo la seconda guerra mondiale dedico il suo impegno
alle tematiche del pacifismo e nel 1966 istitui un tribunale contro i crimini di guerra, noto
come “Tribunale Russell”. Mori nel 1970.
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3.2 Logica delle proposizioni

L’atomismo logico € una concezione filosofica che viene elaborata nell’opera Principia
mathematica. Fino alla fine dell’Ottocento, ogni discorso sulla logica implicava
necessariamente un riferimento alla logica delle classi di stampo aristotelico. Questa logica
stabilisce delle relazioni tra i vari enti mentali (concetti): ad esempio, collega il concetto (o
classe) uomo a quello di mortale. Lavorando per oltre un decennio, a cavallo tra ottocento
e novecento, Russell giunge ad identificare una logica delle proposizioni che si interessa
alla relazione di implicazione che si stabilisce tra due o piu proposizioni. Russell pensa che
con la sua logica sia possibile spiegare sia la logica delle classi aristotelica sia quella delle
proposizioni: a suo parere, infatti, quest’ultima contiene e quindi supera la logica di
Aristotele. Nei Principia mathematica Russell sostiene che la matematica non ¢ disciplina
a sé, ma un ramo della logica, poiché € possibile fondare l'intera aritmetica su un
determinato numero di postulati dedotti da nozioni puramente logiche. Russell denomina
logica matematica o simbolica questo progetto di ricerca tendente a provare che tutta la
matematica pura tratta di concetti definibili sulla base di un piccolo numero di concetti
logici fondamentali. Questo progetto si collega alle idee di Peano e di Frege.

3.3 La natura degli enunciati

I Principia di Russell interessano la matematica per un altro
aspetto molto importante. In essi si sostiene che e possibile
ricondurre il linguaggio ordinario o parlato al linguaggio
rigoroso della logica matematica che, in tal modo, viene a
costruire uno strumento di chiarificazione della lingua.
Russell distingue le proposizioni atomiche dalle proposizioni
molecolari. Le prime sono proposizioni elementari non
ulteriormente scomponibili. Quelle molecolari sono
proposizioni complesse, costituite da due o piu proposizioni
atomiche. La logica matematica studia le regole che ci F
consentono di costruire correttamente le proposizioni |
molecolari.

3.4 Come e formata una proposizione atomica?

Questo tipo di proposizione ha sempre la forma soggetto-predicato. Di conseguenza una
proposizione atomica € vera quando presenta un soggetto che si riferisce a una cosa
individuale, e un predicato che si riferisce a una sua qualita. Secondo Russell il mondo &
costituito di fatti singoli e individuali (fatti atomici) distinti tra loro. A questi fatti atomici
corrispondono, nel linguaggio, proposizioni atomiche. Per Russell esiste un’analoga
struttura formale tra i fatti atomici e le proposizioni atomiche: i sostantivi corrispondono
agli individui, mentre gli aggettivi alle qualita e i verbi alle loro reciproche relazioni.

3.5 Le descrizioni definite

Le difficolta logiche spesso derivano dall'imperfetta forma linguistica. Le descrizioni finite
sono frasi del tipo “I’attuale re di Francia e calvo”, in cui si indica una persona non con il
suo nome, ma mediante una caratteristica che si suppone oppure si sa che € peculiare nella
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persona stessa. Tali frasi danno origine a molte difficolta logiche, perché, ad esempio,
lasciando indurre che l'individuo cui si riferiscono sia esistente anche quando non lo e.
Infatti, 'esempio “I’attuale re di Francia € calvo” e falso perché non esiste nessun re di
Francia e pertanto non si puo neanche predicare di esso che “¢ calvo”.

3.6 La teoria di Peano

La conoscenza dell'opera del professore dell'universita di Torino, Giuseppe Peano, autore
di un Formulario di matematica , fu importantissima per Russell soprattutto per quel che
riguarda la concezione dei rapporti tra matematica e logica . Peano aveva dimostrato che ¢é
possibile costruire l'intera teoria dei numeri naturali partendo da tre concetti fondamentali
(zero, numero e successore immediato) e da 5 assiomi; per Russell questi tre concetti di
Peano sono riducibili alle nozioni logiche di classe e di relazione. Nei Principia
mathematica i teoremi della matematica pura sono dedotti a partire dalla definizione di
zero, numero e successore (sull’esempio di Peano) usando regole di derivazione delle
proposizioni. Questa derivazione é attuata grazie all'ausilio di quattro operatori o costanti
logiche: 'mon' (negazione), 'e' (congiunzione), 'o' (disgiunzione) e 'se..., allora...’
(implicazione).

3.7 Paradosso delle classi

Assieme al formalismo il logicismo costituisce uno dei piu
importanti tentativi nel campo della filosofia della
matematica di risolvere il problema della crisi del
fondamento, ossia dello specificare la natura del concetto
di numero. Elaborato da G. Frege, il logicismo suggeri la
possibilita di ridurre la matematica a un sistema logico.
In questo modo il significato di un numero sarebbe
esprimibile tramite la nozione di classe (insieme): la
collezione di tutti e solo quegli enti che hanno un certo
attributo e sono quindi definiti da una regola di
appartenenza. In altre parole il numero sarebbe la
caratteristica in comune a un determinato tipo di classi:
per esempio il numero 7 esprimerebbe cio che hanno in
comune le seguenti classi: i giorni della settimana, le meraviglie del mondo, i re di Roma, i
sigilli dell’Apocalisse, i nani della fiaba, i saggi dell’antichita, e cosi via. Pur eterogenee per
contenuto, tutte godono della proprieta di uguaglianza aritmetica: a ognuno dei loro
elementi corrisponde uno e un solo elemento negli altri. Chiamiamo il numero 7 I'insieme
di tutti gli insiemi simili a questo.

Nel programma di Frege il concetto di classe doveva essere utilizzato a livelli crescenti di
complessita, spiegando la natura di tutti gli enti matematici e delle operazioni.
L’inattuabilita di questo programma di rifondazione delle matematica su basi logiche fu
dimostrata nel 1903 da Russell. Egli espose una basilare distinzione tra “insiemi normali” e
“insiemi non normali”.

. Gli insiemi normali sono definiti dal fatto di non contenere se stessi, cosicché la
totalita, la classe, possiede una natura diversa dai componenti. Molti insiemi
naturali sono di questo tipo: una classi di studenti non € uno studente; I'insieme di
tutti i fruttivendoli € un’associazione di commercio, non un enorme fruttivendolo, e
cosl via.
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. Gli insiemi non normali sono invece definiti dal contenere se stessi come un
elemento. L'insieme di tutti i colori dello spettro luminoso (il bianco) € un colore
esso stesso; il catalogo dei libri di una biblioteca e esso stesso un libro; e questo
implica che un catalogo perfetto che contenga tutti i libri deve anche contenere se
stesso.

Il paradosso si pone quando dal considerare classi formate da elementi si prendono in
esame classi di secondo livello, classi di classi. La situazione diventa subito indefinibile: &
impossibile stabilire se queste superclassi sono a loro volta normali o non nomali. Russell
parafraso la sua intuizione con un celebre esempio riportato nel seguente paragrafo.

3.8 Il paradosso del barbiere

Analizzando attraverso linsiemistica il problema esiste l'insieme degli uomini che si
radono da soli e quello degli uomini che si fanno radere.

Il barbiere non si puo radere da solo poiché egli rade tutti coloro che NON si radono da
soli. Nessuno puo radere la sua barba per lo stesso motivo. Ecco il paradosso del barbiere
noto anche come paradosso di Russell. E' impossibile che il barbiere esista in quanto,
adoperando la teoria degli insiemi, Bertrand Russell pone questa domanda: "un insieme
puo essere elemento di se stesso?"

Se l'insieme "A" non fosse elemento di se stesso, allora dovrebbe essere elemento di se
stesso. E se lo fosse, non dovrebbe esserlo. La posizione di "A" rispetto a se stesso genera
ad ogni modo una contraddizione. Secondo Russell, per superare tale paradosso, bisogna
correggere la nostra convinzione (errata) che per ogni proprieta debba per forza esistere un
insieme: in qualche caso non si forma nessun insieme coerente.
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3.9 L’ABC della relativita

Cio e dovuto alla difficolta della materia, perché richiede di rivoluzionare il nostro sistema
di pensiero. Bertrand Russell cerca di spiegarci nel modo piu semplicemente possibile cio
che Einstein ha elaborato, riuscendoci perfettamente. Egli afferma che nonostante esistano
numerosi testi popolari sulla teoria di Einstein, in genere cessano di essere intellegibili
proprio nel punto in cui cominciano a spiegare qualcosa di importante. La colpa non ¢ da
attribuire agli autori. Purtroppo il linguaggio, pur non essendo sempre matematico, €
difficilmente comprensibile. Ogni individuo al nominare della teoria della relativita, pensa
subito alla frase "tutto e relativo". Niente di piu sbagliato! Infatti questa teoria cerca leggi
valide ed assolute su cui basare la nostra conoscenza. Con 'avvento della relativita cadono i
concetti classici di tempo assoluto e di spazio, per parlare di spazio-tempo. Concludendo,
Russell riesce a spiegare efficacemente le scoperte di Einstein, ad addentrarsi nelle sue
teorie , a spiegarle in modo chiaro mettendo in evidenza i punti deboli della meccanica
classica definendone i limiti di validita.

= me”
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MECCANICA RELATIVISTICA

La legge di inerzia fu scoperta da Galileo e quindi precede la meccanica newtoniana, nella
quale pero trova perfetta collocazione la legge fondamentale F = ma. La meccanica
newtoniana o meccanica classica viene superata, pero, dalla meccanica relativistica senza
distruggerla poiché risulta essere un caso limite di quest’ultima.

La crisi della fisica newtoniana inizio negli ultimi decenni del secolo scorso con la scoperta
che il tradizionale schema meccanicistico, basato sulla nozione di forza, non riusciva a
spiegare una parte del mondo naturale, per esempio i fenomeni elettrici e magnetici (luce,
onde radio, onde televisive, raggi X, raggi y, raggi cosmici). “Forza”, per Newton, era un
qualsivoglia agente fisico capace di influire dall’esterno (per contatto o attraverso lo
spazio) sullo stato dei corpi. La fisica classica, cosi come spiegava la dinamica dei corpi con
il ricorso a forze meccaniche (fenomeni di spinta, urto), allo stesso modo pretendeva di
spiegare I’attrazione fra i corpi in base a forze gravitazionali. E perché queste non agiscono
per contatto, ma a distanza, I'idea di forza gravitazionale sembrava implicare la necessita
di uno spazio assoluto, indipendente e preesistente ai corpi che (eventualmente) contiene,
uno spazio in cui corpi e forze sono immersi come in un contenitore vuoto (una scatola).

E’ vero che queste nozioni di forza e di spazio sono feconde per una fisica dei corpi
terrestri; la statica e la dinamica di Newton mantengono la loro validita per il mondo a
misura d'uomo. Quando pero si ragiona su scala astronomica o con oggetti in movimento a
grande velocita (paragonabile a quella della luce) lo schema interpretativo “terrestre” si
dimostra insufficiente: € necessario riconoscere che non esiste uno spazio assoluto, un
sistema di riferimento privilegiato ed esterno ai corpi rispetto al quale operare le
misurazioni. Esistono tanti spazi e tanti tempi quanti sono i sistemi di riferimento.
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4.1 La relativita galileiana

Supponiamo che un osservatore O, si muova lungo la retta x e si stia avvicinando ad un
osservatore considerato nel sistema di riferimento terrestre O con velocita costante vo.
Supponiamo inoltre che i due osservatori dispongano di orologi uguali perfettamente
sincronizzati tra loro.

Immaginiamo che due petardi A e B, situati in uno stesso punto solidale con il sistema di
moto e posto sulla verticale di O, esplodano I'uno dopo l'altro, quando le rispettive
posizioni sono equidistanti da O. Se t € l'intervallo di tempo tra i due eventi misurato
dall’orologio di O e t; quello misurato dall’orologio di O, € chiaro che vale I'uguaglianza

t = t; cioe: gli intervalli di tempo tra due stessi eventi sono uguali anche se misurati in
sistemi di riferimento differenti.
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Si puo dire con altre parole che nella fisica classica il tempo e assoluto, cioe, fluisce nello
stesso modo per tutti gli osservatori, qualunque sia il sistema di riferimento sul quale essi
si trovano.

Supponiamo che il punto P si muova lungo la retta x con velocita v rispetto al sistema fisso.
Se in un certo istante esso occupa una posizione tale che la sua distanza da O € uguale a [,
nello stesso istante la sua distanza da O, € [;; e siccome [, € la distanza tra i due osservatori:
[, =1 - [, ovvero, dato che [, = vot si ottiene [; = | — vot.

Le posizioni non sono grandezze invarianti, cioe il loro valore dipende dalla scelta del
sistema di riferimento. Esse pero possono essere trasformate, cioe si puo passare da un
sistema all’altro tramite le formule precedenti che costituiscono le trasformazioni di
Galileo.

Siccome O; si muove rispetto ad O con velocita vo, € chiaro che la velocita di P rispetto ad
O, e diversa da quella v rispetto ad O. O, vede muoversi P con la velocita: vi = v — vo. Come
la posizione anche la velocita non € una grandezza invariante. Sono grandezze invarianti
invece: tempo, lunghezza, massa, forza, accelerazione.
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Non tutti i sistemi di riferimento vanno bene nella meccanica classica, e quindi possiamo
distinguerli in due tipi: sistemi inerziali (quelli nei quali le leggi della meccanica classica
sono valide) e sistemi non inerziali (quelli nei quali tali leggi non sono valide).
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E’ chiaro che a questo punto nasce un grosso problema: ogni volta che vogliamo studiare
un fenomeno utilizzando le leggi della meccanica newtoniana, dobbiamo esser ben certi
che il sistema di riferimento usato sia rigorosamente inerziale. Il concetto stesso di forza
viene messo in discussione. Infatti, nel caso particolare della forza centrifuga: se il sistema
di riferimento € non inerziale esistono le forze sia centripeta che centrifuga, se il sistema di
riferimento ¢ inerziale esiste invece solo la forza centripeta.

Ci si e resi conto che, se nell'universo vi fossero dei sistemi inerziali, dovrebbero esservi
anche dei corpi in quiete assoluta od in moto rettilineo uniforme assoluto. Corpi con tali
caratteristiche non esistono, perché gli stati di quiete o di moto dei corpi sono riconoscibili
soltanto relativamente ad altri corpi, e non in assoluto. Ma si puo dire, infatti, che un corpo
e fermo o si muove, se non esiste almeno un altro corpo rispetto al quale stabilirne la
posizione in funzione del tempo. Nessun fisico puo ritenere soddisfacente questa
situazione creata dalla meccanica newtoniana: una fisica basata su leggi applicabili
rigorosamente solo in sistemi che non esistono! Chiunque, in queste condizioni,
accetterebbe di buon grado una fisica nuova, le cui leggi siano valide in qualunque sistema
di riferimento, sia che esso sia fermo, sia che si muovesse in qualunque modo rispetto ad
altri sistemi; una fisica svincolata dal concetto di moto rettilineo uniforme assoluto:
insomma una fisica relativistica. Ecco, Einstein ha creato proprio una tale fisica, dalla
quale le leggi classiche emergono come casi particolari. Lo stesso Einstein, nel fare cio, ha
anche proposto esplicitamente di abbandonare la ricerca di un sistema inerziale, dato che
nella sua nuova fisica si puo benissimo farne a meno.

4.2 La relativita ristretta

Maurits C. Escher, Relativita, 1953

Affrontiamo l'argomento partendo dal principio
della velocita limite: accelerando un corpo, si puo
fargli acquistare velocita vicine quanto si vuole a
quella della luce nel vuoto; pero é impossibile fargli
raggiungere e superare tale velocita. Il valore della
velocita della luce nel vuoto e

¢ = 300.000 km/s.

Uno dei due postulati enunciati da Einstein nel 1905
ed assunti come base per la formulazione della teoria
della relativita ristretta dice che la velocita della luce
nel vuoto non dipende dal sistema di riferimento, ma
e la stessa in tutti 1 sistemi che si muovono di moto
rettilineo uniforme gli uni rispetto agli altri. Cio
significa che la velocita c € invariante, cioe: se due osservatori, solidali rispettivamente con
sistemi di riferimento in moto relativo rettilineo uniforme, misurano la velocita della luce
emessa nel vuoto da una qualunque sorgente, trovano entrambi lo stesso valore c. Non €
difficile comprendere che il principio della velocita limite ed il citato postulato di Einstein
si identificano, pur essendo stati formulati partendo da considerazioni che hanno ben poco
in comune.

Prende il nome di relativita ristretta quella teoria che spiga perché, quando due sistemi di
riferimento sono in moto rettilineo uniforme I'uni rispettivamente all’altro, tutte le leggi
della fisica sono le stesse in entrambi i sistemi.
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La relativita generale va oltre, estendendo tale spiegazione a sistemi in moto relativo non
uniforme.

Con l'avvento della relativita cadono i concetti classici di tempo assoluto e di spazio
assoluto. Ammettere che c sia una costante universale implica la relativizzazione del tempo
e dello spazio.

Il tempo non € assoluto, ovvero non scorre nello
stesso modo per osservatori che si trovano in
sistemi di riferimento in moto l'uno rispetto
all’altro. Un orologio sulla terra avanzerebbe in
modo diverso rispetto a quello identico posto
sopra un’astronave.

Se e vero, com’e vero, che la velocita della luce € la stessa in tutti i sistemi di riferimento,
allora bisogna ammettere che I'esistenza di velocita relative comporta differenti ritmi di
orologi identici in moto e differenti dimensioni di corpi che, se fossero tutti solidali con
uno stesso sistema di riferimento, sarebbero invece uguali tra loro. Con cio entra in crisi il
concetto di simultaneita temporale fra due eventi: due eventi che appaiono contemporanei
ad un osservatore possono non esserlo per un altro. Nella relativita il tempo e fluido ed
elastico, capace di dilatarsi e restringersi in relazione alla velocita del soggetto, al suo stato
di moto o di quiete. Non esiste piu un tempo “vero”, in base al quale gli altri tempi possano
essere misurati. Non solo: il tempo non € piu concettualmente distinguibile dallo spazio,
cui € connesso in un continuum per il quale € stato coniato il termine cronotopo.
Separazione e indipendenza tra tempo e spazio si rivelano quindi postulati arbitrari della
meccanica classica.

Cio impone la rinuncia alle formule delle trasformazioni classiche e la loro sostituzione con
altre formule, le quali tengano conto del fatto che intervalli di tempo e distanze non sono
grandezze dipendenti dalla velocita relativa del sistema di riferimento nel quale vengono
misurate. Queste nuove formule vengono dette trasformazioni di Lorentz. Conoscendo
tempi e distante di un determinato sistema di riferimento, con le trasformazioni di Lorentz
si possono calcolare tempi e distanze in un altro sistema che sia in moto relativo rettilineo
uniforme rispetto al primo: basta introdurre il fattore

La formula E = mc2, ¢ il cuore della teoria della relativita ristretta, ed € sicuramente una
delle formule fisiche piu famose. L’equivalenza tra massa ed energia prende in
considerazione l’energia E misurata in joule, la massa m, espressa in kilogrammi e la
velocita c della luce espressa in m/s pari a 300.000.000 m/s. Di conseguenza c2 = 9 X 106
m2/s2
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Un corpo che assorbe (o emette) energia aumenta (o diminuisce) la propria massa secondo
la relazione Am = E/c2

Il decollo dello Space Shuttle ci dimostra quanto sia grande la quantita di energia presente
nella materia. Infatti di tutto il propellente usato solo un grammo diventa energia!

Se fosse possibile convertire per intero la massa in energia, i problemi energetici che oggi
fanno tanto discutere sarebbero senza alcun dubbio risolti

Due fulmini colpiscono le rotaie di una linea ferroviaria in due punti A
e B, molto lontani I'uno dall’altro. Osservati dalla banchina ferroviaria,
i fulmini sono simultanei, ma un viaggiatore sul treno vedra il fulmine
B prima di A. Egli infatti si avvicina a B e si allontana da A. Questo ¢
un esempio di come la nozione di simultaneita fra due eventi dipenda
dal sistema di riferimento impiegato.

tempo I1 cronotopo.

spazio

TEMPO
7y

In questo schema sul piano orizzontale sono indicate le
coordinate spaziali, mentre I’asse verticale misura il tempo; le
linee diagonali rappresentano la velocita della luce. II “cono”
delimita quindi lo spazio-tempo esperibile nel futuro. Infatti,
dato che la velocita della luce € un limite insuperabile, non sara

ALTROVE

mai possibile muoversi o giungere nella zona esterna al cono. EVENTO

PRESENTE

SPAZIO

4.3 La relativita generale

Einstein si chiedeva se non fosse possibile ampliare il principio degli assiomi della
relativita ristretta, secondo cui le leggi della fisica hanno la stessa forma in tutti i sistemi di
riferimento inerziali. Egli non riusciva a convincersi che questa classe di sistemi di
riferimento dovesse avere qualcosa di speciale rispetto a tutti gli altri possibili sistemi di
riferimento. I due problemi si fusero in uno solo e costituirono l'ossatura della teoria della
relativita generale, che supera e completa quella della relativita ristretta. Il principio di
equivalenza stabilisce che, in una zona delimitata dello spazio-tempo, € sempre possibile
scegliere un opportuno sistema di riferimento in modo da simulare I’esistenza di un dato
campo gravitazionale uniforme o, reciprocamente, in modo da eliminare l'effetto di una
forza di gravita costante. Per esempio, in un ascensore in caduta libera si avverte la
sensazione di assenza di peso, come se ci trovassimo lontano da qualunque altro corpo
celeste. Al contrario, all'interno di un astronave in accelerazione si avvertirebbe la presenza
della gravita, anche se I’astronave stesse navigando nello spazio profondo.
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Secondo il principio di relativita generale, le leggi della fisica hanno la stessa forma in tutti
i sistemi di riferimento. La relativita generale spiega gli effetti gravitazionali grazie a una
duplice idea:
1) Lapresenza di masse incurva lo spazio-tempo
2) I corpi soggetti alla forza di gravita devono essere considerati come particelle
libere, che si muovono seguendo le geodetiche dello spazio-tempo, ossia le linee di
minima lunghezza che connettono due punti fissati. La materia dice allo spazio-
tempo come deve modellarsi. Lo spazio-tempo dice alla materia come deve
muoversi.
Gli spazi piatti sono spazi a curvatura nulla, come lo spazio euclideo, dove esiste ed ¢ unica
la parallela a una retta condotta da un punto esterno alla retta stessa (quinto postulato di
Euclide). Gli spazi curvi sono spazi con curvatura positiva (spazi ellittici) o negativa (spazi
iperbolici) dove non vale il quinto postulato di Euclide.
L’equazione di campo di Einstein fa uso di matematica avanzata e permette di calcolare la
geometria dello spazio-tempo se € nota la distribuzione delle masse. La forma matematica
di questa equazione richiede nozioni di matematica avanzata e quindi ometto di riportarla
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La relativita dei sistemi di riferimento € messa in luce anche da esperimento molto semplici. Einstein
propose il seguente: «Io sto al finestrino di un vagone ferroviario che viaggia a velocita uniforme e lascio
cadere una pietra sulla banchina, senza imprimerle alcuna spinta. Allora, prescindendo dalla resistenza
dell’aria, vedo discendere la pietra in linea retta. Ma un pedone, che osserva il fattaccio dal sentiero lungo la
ferrovia, vede cadere la pietra a terra descrivendo un arco di parabola (per questo osservatore infatti il moto
della pietra si somma a quello del treno). Domando ora: le posizioni percorse dalla pietra stanno in realta su

di una retta o su di una parabola?»

Salvador Dali, La persistenza della memoria.

Con la relativita di Einstein il tempo non
scorre con lo stesso ritmo per diversi
osservatori, ma si dilata o si contrae a
seconda del loro movimento.
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LA RELATIVITA’ E L’UNIVERSO

Presentata la relativita ristretta e generale nel campo della fisica si puo dedurre che non
sarebbe possibile descrivere e capire 'atomo e le particelle elementari senza l'aiuto di
queste. Allo stesso modo, non avremmo alcuna speranza di capire 'universo senza l'aiuto
della relativita generale.

5.1 L’evoluzione di una stella come il Sole

Il sole € una stella di medie dimensioni, una nana gialla (classe spettrale G) collocata nella
serie principiale del diagramma H-R. Ha un raggio di 700.000 km e una massa ed un
volume rispettivamente di 330.000 e 1.300.000 volte quelli della terra. E’ formata per il
73% di idrogeno e il 25% di elio piu altri elementi in quantita minime. Il sole ruota su se
stesso in tempi differenti all’equatore e vicino ai poli ed emette nello spazio energia pari a
3,9 - 1026 Joule ogni secondo. All'interno del sole si distinguono un nucleo dove avviene la
fusione dei nuclei di idrogeno in nuclei di elio con emissione di raggi y, una zona radiattiva
che assorbe questi ultimi e li riemette gran parte sotto forma di raggi X e una zona
convettiva gassosa, che trattiene gran parte delle radiazioni
a piu elevata energia. La superficie del sole, con
temperatura di 5800°K, si chiama fotosfera ed € granulosa.
Presenta saltuariamente zone piu fredde, le macchie solari,
collegate all’attivita del campo magnetico. Questa ha dei
massimi ciclici (in media 11 anni). Esternamente alla
fotosfera c’e la cromosfera, che produce al suo margine
protuberanze e brillamenti, e la corona solare, visibile
durante le eclissi. Il vento solare che sfugge da quest’ultima
influenza la Terra con la produzione delle splendide aurore
solari.

Il Sole nasce dalle nebulose interstellari come protostella
ancora senza fusione al nucleo. Dato che conosciamo
quanta energia il sole emette in un giorno, possiamo calcolare quanti anni esso dovrebbe
impiegare per raffreddarsi, si tratta di alcune decine di milioni di anni. Poiché nella fusione
termonucleare una piccola parte della materia viene trasformata in energia, man mano che
essa procede la stella perde massa. In relazione alla massa totale della stella la perdita e
tuttavia insignificante: ad esempio il Sole dalla sua nascita, 5 miliardi di anni fa, ha perso
in questo modo appena 1'1% della sua massa. Senza la teoria della relativita, che ha stabilito
la possibilita di trasformare la massa in energia, non sarebbe mai stato possibile capire
quale processo, che avviene all'interno del Sole, sia in grado di fornirgli cosi a lungo una
cosi grande quantita di energia. Quando la temperatura nella parte interna della
protostella raggiunge i 10 milioni di gradi kelvin, inizia questo processo di fusione
termonucleare dell’idrogeno e la grande energia cinetica che si libera dalla trasformazione
di gran parte della massa dei nuclei di idrogeno tende ad espandere la materia verso
Iesterno con una forza che contrasta la forza di gravita. Dopo un periodo di variabilita
queste due forze si equivalgono e la stella entra in un periodo di stabilita. Tutte le fasi
successive della sua evoluzione dipendono dalla sua massa. il sole inizia una rapida
successione di processi di fusione che portano alla formazione di ossigeno, neon e
magnesio e successivamente di elementi sempre pit pesanti. Con la produzione del ferro la
fusione si arresta, la stella e sottoposta ad una rapidissima contrazione gravitazionale del
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suo pesante nucleo di ferro. La stella esplode disperdendo nello spazio gran parte della sua
massa: € la fase cosiddetta supernova. Al termine dell’esplosione il sole si trasformera in
una nana bianca riducendo il suo volume. La stella si raffredda fino a spegnersi,
diventando invisibile (nana nera).

5.2 Stelle di neutroni e buchi neri

Tempo fa si credeva che la fase finale dell’evoluzione di una stella fosse uguale per tutte e
che quindi si trasformassero tutte in nane bianche finendo poi per spegnersi. Ma non €
cosl. Si trasforma in nanna bianca solo se il nucleo della stella dopo 'esplosione ha una
massa inferiore a 1,44 volte la massa solare. Se invece ha una massa compresa tra 1,44 e 3
volte la massa solare, si trasforma in una stella di neutroni. Si tratta di un corpo celeste di
dimensioni ridotte ma con una densita incredibilmente elevata. La pressione in queste
stelle e tale che vengono vinte anche le forze di repulsione tra gli elettroni, che si fondono
con i protoni del nucleo formando neutroni. Le stelle di neutroni sono anche dotate di un
campo magnetico assai intenso; qualche decina di migliaia di volte piu intenso di quello
della terra. Ruotando su se stesse, avendo un campo magnetico cosi intenso, le stelle di
neutroni emettono onde elettromagnetiche in sincronismo con la loro rotazione. Queste
onde possono essere ricevute anche dalla terra. Il suddetto fenomeno € meglio conosciuto
sotto il nome di “pulsar” .

Se una stella ha una massa superiore a 4 masse solari, la contrazione gravitazionale
raggiunge valori cosi elevati da vincere qualunque altra forza fisica e la materia puo
concentrarsi una densita che € inconcepibile per la nostra mente. La stella di neutroni
diventa quasi puntiforme e si trasforma in buco nero, un oggetto previsto in via teorica
utilizzando la concezione relativistica della forza gravitazionale. La forza di gravita di un
simile oggetto € tale da incurvare verso di se lo spazio e il tempo, risucchierebbe qualunque
particella o radiazione elettromagnetica presente nelle sue vicinanze, luce compresa. Per
ogni corpo celeste € possibile definire la velocita minima che un altro corpo dovrebbe avere
per poter sfuggire alla sua attrazione gravitazionale: questa ¢ la velocita fuga.

Stella di neutroni Buco nero Stella di neutroni
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5.3 Alcune applicazioni della relativita nell’universo

o Do |
I sistema di riferimento utilizzato & }"‘;% : . { (W]
importantissimo nella distorsione di tutte le | L""“Qii 3 i /ﬁ
carte geografiche. Perché il pianeta ¢ una sferaa | , @’A '\’ . ﬁ"
tre dimensioni non potra mai essere | J \ ""f §°
rappresentato su un piano. La proiezione in alto - e ML { N
(1569) mantiene i profili ma non le proporzioni & < t—s \""\ e
dei continenti, facendo sembrare 1’Africa molto | ﬂ(;:} b \ JU
piu piccola e I’Europa molto piu grande. La 3 7 7((/
proiezione in basso (1974) mantiene le |
grandezze ma distorce la forma. Nessuna delle JK SN
due e piu giusta; ognuna lo € rispetto a un ZJ,/J\f gf/

particolare sistema di riferimento, indicato dalle
griglie. ; —— . _

Contrariamente alle leggi newtoniane sulla composizione
delle forze, un raggio luminoso emesso da un faro viaggia
alla stessa velocita sia quando si somma sia quando si
sottrae alla velocita della Terra.

5.4 L’universo in espansione

Come si e fatto I'universo e come si € formato? E’ statico o si evolve nel tempo? Ha dei
limiti o e infinito?

Le prime risposte su base scientifica alle domande sull’'universo vengono da Newton alla
fine del ‘600. Le sue leggi della meccanica classica prevedevano che il tempo scorresse
sempre e ovunque a una velocita fissa e che lo spazio si estendesse all’infinito in modo
uniforme. Egli immagind un universo eterno, infinito e con una distribuzione
perfettamente omogenea degli astri. In caso contrario le reciproche attrazioni
gravitazionali farebbero cadere le stelle una sull’altra. Dunque, con stelle distribuite
omogeneamente all'infinito ed esistenti da sempre non si spiega perché il cielo appaia
buio.

Secondo la relativita generale di Einstein, il tempo e lo spazio non possono essere
dissociati, essi formano un insieme unico a 4 dimensioni: lo spazio-tempo. Questo,
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Universum - C. Flammarion

rettilineo in ogni direzioni nel
vuoto, viene incurvato
dall’azione di una massa
gravitazionale. Intorno ad un
corpo celeste lo spazio-tempo
viene tanto piu incurvato quanto
maggiore € la sua massa e la
traiettoria di un qualunque
oggetto segue questa curvatura.
L’universo possiede una massa
enorme, quindi ai suoi margini
lo spazio tempo deve essere
fortemente incurvato. Secondo
la Relativita esiste una densita
critica della materia alla quale
I'universo si incurverebbe a tal
punto da chiudersi su se stesso. e
Questo modello cosmologlco di Einstein era quello di un universo statlco omogeneo e
isotropo. Le sue equazioni, perd, ammettevano una soluzione solo per un universo in
espansione. Per ottenere un universo statico, Einstein dovette introdurre un fattore di
correzione chiamato costante cosmologica.

Nel 1922 Friedmann rielaboro le equazioni di Einstein. Eliminando la costante
cosmologica si rese conto che I'universo puo espandersi con una curvatura che decresce nel
tempo in conseguenza della progressiva diluizione della materia al suo interno. In realta
non sono i corpi celesti ad allontanarsi tra di loro ma e lo spazio stesso che si dilata,
trascinandosi dietro gli oggetti che contiene.

Hubble si accorse che gli spettri ottenuti dalla luce delle galassie erano identici a quelli
delle stelle della Via Lattea, ma con le righe nere spostate verso il rosso (red shift). Hubble
scopri inoltre che le galassie piu lontane si allontanano da noi piu velocemente di quelle
piu vicine, ossia che la velocita di allontanamento & direttamente proporzionale alla
distanza. Matematicamente la legge di Hubble ¢ V. =c-z = H,-d. Dove V: ¢ la velocita di
allontanamento, c la velocita della luce, z lo spostamento verso il rosso, d la distanza della
galassia e Ho € la costante di Hubble.

Nel modello dell'universo in espansione le
galassie si comportano come se fossero poste
sulla superficie di una sfera delle dimensioni via
via crescenti (nell'immagine da sinistra a
destra): cio fa si che, da qualunque galassia si
prenda la visuale, le altre saranno viste in
allontanamento, tanto maggiore quanto piu le
galassie sono distanti tra loro.

5.5 Dalla terra all’universo in tre momenti.

1. Galileo Galilei affermo che le traiettorie dei corpi lanciati o, come si diceva allora, dei
proiettili, sono parabole. Trattd matematicamente il loro studio nel suo Discorsi e
dimostrazioni matematiche intorno a due nuove scienze, dove fece dire a Sagredo:

43



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

2. Johannes Kepler studiando il moto di
Marte, enuncio le tre leggi relative al moto
dei pianeti note con il suo nome. In
particolare, nella prima, Keplero affermo che
le orbite dei pianeti non sono circolari ma
ellittiche, con il sole in uno dei due fuochi.

L’astronomo tedesco Keplero ritratto in conversazione
con il suo protettore Rodolfo II d’Asburgo, grande
appassionato di curiosita scientifiche.

3. A partire dalle leggi di Keplero, Isaac Newton
formulo la legge di gravitazione universale: I’attrazione
fra due masse avviene rispettando la stessa legge in
tutto I'universo. Il moto di un grave sulla terra o fuori
da essa risponde alle stesse leggi.

L e

Il Tuffatore di Paestum: un gesto sportivo, un tuffo verso
I'ignoto, una metafora dell’esistenza o semplicemente la
prima raffigurazione dell’attrazione gravitazionale

nell’arte?
5.6 Le coniche... In orbita 27 000 Kk r——

orbita circolure orbita ell!llicu
Mediante la legge di gravitazione universale si puo ! {40 000 km/h
dimostrare che lorbita descritta da un satellite \ T | fuga nello spazio
intorno alla terra ha sempre la forma di una conica. Si A T N
puo calcolare anche la velocita minima a cui deve n L “3\\\};
essere lanciata la pietra del disegno di Newton (come / | i I Y
ogni altro corpo) perché diventi un satellite della A I. s :'| \
terra, € uguale a 7,9 km/s (prima velocita cosmica). !l\ | & f-' |
Se la velocita ha tale valore ed ¢ in direzione parallela VW ’,f
alla superficie terrestre, il moto € circolare con raggio \\ M # P
uguale a quello terrestre. S B §7

~ -
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LA CRITTOGRAFIA NELLA SECONDA
GUERRA MONDIALE

E' difficile credere che anche la Storia abbia avuto influenze da parte della matematica,
eppure moltissimi sono gli avvenimenti storici in cui essa ¢ stata non soltanto presente,
bensi determinante. Uno di questi e sicuramente 1'uso di una potentissima macchina per
crittografare i messaggi dell’esercito tedesco durante la seconda guerra mondiale, regolata
da algoritmi matematici sofisticati.

6.1 La crittografia

La crittografia e la scienza delle scritture segrete o in codice. Si usa la crittografia per fare
in modo che le informazioni comunicate non siano comprese da tutti, ma soltanto da quelli
che conoscono il codice utilizzato in fase di scrittura e sono percio in grado di decifrarlo.
Anche se non su basi matematiche, la crittografia esiste da sempre e nei secoli ¢ stata usata
nei modi piu diversi, ad esempio per comunicare la posizione di un esercito. Oggi troviamo
la crittografia anche nei giochi di enigmistica. Come scienza, nasce solo nel 1900: infatti, e
proprio all'inizio dello scorso secolo che le furono dati dei fondamenti teorici matematici.
La crittografia permette di trasmettere messaggi riservati in forma cifrata e di decifrarli
una volta ricevuti o intercettati.

Ipotizziamo che A voglia spedire un messaggio a B. Chiamiamo m il testo non cifrato: A
dovra prima trasformarlo mediante un algoritmo, una funzione, in un testo cifrato. Poi B,
una volta ricevuto il messaggio, dovra decifrarlo con una funzione inversa di quella usata
da A per cifrarlo. Se A, per cifrare il messaggio, sostituisce mediante la funzione f ogni
elemento x del suo messaggio con f{(x), allora B potra decrittare il messaggio solo se
conosce l'inversa della funzione f. Percio chiamiamo chiave di crittazione la funzione f
usata per cifrare il testo, e la sua inversa chiave di decrittazione. Nel corso del processo di
trasmissione potrebbe inserirsi un intercettatore in grado di decifrare il messaggio e
violarne la sicurezza. Tra i piu famosi intercettatori ci sono gli uomini dei servizi segreti
britannici. Infatti nel corso della seconda guerra mondiale, gli inglesi, con I'aiuto essenziale
del matematico Alan Turig e grazie alla macchina Colossus, sono riusciti a interpretare i
messaggi che si scambiavano i servizi segreti tedeschi. I tedeschi usavano una macchina
per cifrare, Enigma, considerata all’epoca del tutto sicura. In realta non lo era e questo
fatto ¢ il risultato decisivo per le sorti della guerra.
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6.2 La seconda guerra mondiale

La prima guerra mondiale fu il primo conflitto a sconvolgere tutti i paesi d’Europa del ‘900
e ad estendersi poi all’intero pianeta. Per la gente comune fu quella la Grande Guerra,
tanto che molti storici fanno coincidere I'inizio reale del XX secolo col 1914. La seconda
guerra mondiale non ha aggettivi particolari, ma fu forse la guerra per definizione, senza
dubbio la piu gigantesca e terribile che si sia mai vista sulla terra. Essa tocco punte di
spietatezza mai viste, e vide lo sterminio di interi popoli e i selvaggi bombardamenti aerei
sulle popolazioni civili. Fu una guerra veramente totale, dove per la prima volta si
combatté su larga scala non solo sulla terra e in mare ma anche nell’aria. Una guerra
atroce, con un costo di vite umane superiore ad ogni altra: oltre 50 milioni di morti, e i
morti civili (oltre la meta) superarono quelli militari. La sua fine fu altrettanto atroce. Fu
infatti I'unica occasione in cui venne impiegata una nuova, devastante arma, la bomba
atomica, il cui uso rimase una minaccia per I'umanita durante tutto il mezzo secolo
successivo. Anche le sue conseguenze politiche furono importanti. I paesi europei
esaurirono del tutto il loro ruolo di potenze mondiali: dal 1945 infatti la scena venne
dominata da due sole superpotenze, gli USA e 'URSS.

6.3 Storia di Enigma

Alla fine della Grande Guerra la Germania firmo I'armistizio con le potenze della sua
alleanza. Fu redatto un trattato che si propose come fine principale 'annullamento della
Germania come grande potenza politica e militare. La Germania dovette subire, a seguito
della sconfitta, varie conseguenze: fu privata di tutti i suoi possedimenti coloniali e
nell’assemblea la Germania riconosceva la propria responsabilita dello scoppio del
conflitto mondiale. La Germania doveva pagare cosi i danni della guerra. Nel 1919, la
repubblica di Weimar aveva dovuto accettare un trattato di pace che la maggior parte dei
tedeschi riteneva ingiusto e umiliante. L’orgoglio nazionalista diede spazio all’ascesa del
nazismo nel paese. In politica estera il nazismo si dimostro subito deciso a non rispettare i
trattati di pace del 1919: non solo riarmo e potenzio ’esercito ma ristabili anche il servizio
militare obbligatorio. Nel 1933 la Germania esce dalla societa delle nazioni, dimostrando
che essa rifiutava quei principi di pace ai quali si ispiravano i rapporti fra gli stati europei.
Non solo, volle anche dimostrare la sua esplicita volonta di riprendere con la forza quei
territori che gli erano stati tolti col trattato di Versailles. Il nazismo mirava ad estendere il
proprio dominio sui territori ad est della Germania e ad unificare, sotto il grande governo
tedesco, tutte le genti di razza ariana. Le mire espansionistiche di Hitler si volsero verso la
Polonia. Il 23 agosto 1939 la Germania aveva siglato con I'Unione Sovietica un patto di non
aggressione che comprendeva un protocollo segreto riguardante la spartizione della
Polonia poiché nelle mire espansionistiche di Hitler vi era la riconquista del territorio della
Danzica ceduto con la firma del Trattato del 1919. Stalin si impegnava a non intervenire
contro un eventuale invasore del paese, ottenendo in cambio da Hitler una porzione non
trascurabile dei territori polacchi. Forte di questo accordo, il 1° settembre Hitler invase la
Polonia. I1 28 settembre il paese fu ancora una volta smembrato e il fiume Bug costitui il
nuovo confine tedesco-sovietico. Dal 1939 al 1945 la Polonia dovette subire I'occupazione
nazista: numerosi campi di concentramento e di sterminio furono creati sul suo territorio e
oltre 2.400.000 polacchi vennero deportati in Germania e costretti a lavorare negli
impianti dell'industria bellica tedesca.
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La resistenza polacca mantenne come punti di riferimento anche i valenti matematici
riunitisi per cercare di forzare la macchina Enigma e ricostruire una copia della macchina
stessa. Ci furono momenti in cui sembro che Enigma dovesse avere un ruolo chiave nel
trionfo delle armate di Hitler, invece, fu una delle cause della loro sconfitta. I1 tedesco
Hans-Thilo Schmidt, deluso poiché cacciato dall’esercito e guidato da uno spirito di rivalsa
nei confronti del fratello responsabile della sicurezza delle
comunicazioni belliche, offri agli stranieri i segreti di
Enigma per arricchirsi. Grazie al tradimento di Schmidt
(“Asche” il nome in codice) i servizi segreti polacchi
riuscirono cosi a costruire una replica fedele della versione
militare di Enigma. In seguito riuscirono a decifrare
Enigma, grazie all'unica debolezza del sistema cifrante, e
cioe che nessuna lettera poteva mai comparire nel testo
cifrato come sé stessa: l'intelligence polacco, guidato dal
matematico Marian Rejewski progettd una macchina
apposita chiamata Bomba, per estrarre da un messaggio Enigma le chiavi di regolazione
della macchina che lo aveva cifrato e quindi poterlo decifrare a loro volta. I tedeschi pero
cambiarono il funzionamento di Enigma introducendo un set di cinque rotori, di cui ne
venivano usati tre diversi ogni giorno: questo moltiplicava per sessanta le combinazioni
possibili e la Bomba polacca non poteva affrontare un tale incremento di complessita.
Dopo l'invasione della Polonia, nel 1939, il progetto venne passato agli inglesi.

La guerra lampo, vale a dire una guerra che puntava sulla rapidita di movimento delle
truppe, fu lo strumento delle strepitose vittorie naziste nei primi anni di guerra. L’esercito
tedesco agi in maniera inesorabile, impiegando terrore anche su popolazioni indifese. Fu la
volta della Francia. Le forze tedesche invasero I’Olanda e il Belgio neutrali, che presto
capitolarono. Sembrava ripetersi la manovra strategica tedesca della prima guerra
mondiale. La Maginot, che era la linea di fortificazione che i francesi avevano costruito
lungo i confini con la Germania, fu aggirata. Hitler dopo aver messo in ginocchio anche la
Francia decise di attaccare I'Inghilterra.

Dopo una serie di bombardamenti durati mesi, il
presidente Churchill incito i propri connazionali a
resistere puntando sui mezzi moderni utilizzati per la
guerra (ad esempio il radar) e il grande lavoro di
matematici come Alan Turing, il quale individuo il R A>T
principale punto debole di Enigma e lo sfruttd sino in PE N i rmomaphes et
fondo. Egli mise le sue capacitd matematiche al servizio \, e Eageasn the
del Department of Communications inglese per - ’
decifrare i codici usati nelle comunicazioni naziste. Con
I'entrata in guerra dell'Inghilterra, Turing e i suoi
compagni lavorarono stabilmente alla decrittazione,
sviluppando le ricerche gia svolte dall'Ufficio Cifra polacco con la macchina Bomba.
Basandosi su tali esperienze Turing realizzo nel 1942 una macchina chiamata Colossus che
decifrava in modo veloce ed efficiente i codici tedeschi creati con Enigma.

lived ang died here
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MATEMATICA E ARTE

"La matematica non e soltanto uno dei ricorsi necessari per la conoscenza della realta
circostante, ma anche, nei suoi elementi fondamentali, una scienza delle proporzioni, del
comportamento da oggetto ad oggetto, da gruppo a gruppo, da movimento a
movimento. E poiché questa scienza ha in sé questi elementi fondamentali e li mette in
relazione significativa, e naturale che simili fatti possano essere rappresentati,
trasformati in immagini” (Max Bill)

"Uno scienziato degno di questo nome, e soprattutto un matematico, prova lavorando la
stessa impressione di un artista; la gioia che gli da il suo lavoro é altrettanto grande e
della medesima natura" (H. Poincareé)

"Benché la pittura e la matematica siano due discipline molto diverse, che spesso sono
state considerate totalmente contrapposte, tra loro vi sono molti punti in comune”
(Lucy Adelman e Michael Compton)

~.1 Maurits Cornelis Escher

M. C. Escher e uno degli artisti piu sorprendenti del Novecento, pittore ed incisore
olandese, ha creato opere del tutto originali per I'epoca. Il suo grande amico matematico
Bruno Ernst descrive con poche parole quanto Escher abbia regalato al secolo appena
trascorso: “L’arte di Escher ruota intorno ad un concetto unico e fondamentale, quello
dello spazio. Uno spazio, perd, che non € la semplice riproduzione su un piano
dell’ambiente tridimensionale circostante secondo le leggi della prospettiva scientifica,
ovvero quell’insieme di regole derivate dalla geometria descrittiva che permettono, dal
quattrocento in poi, di riproporre in modo illusori ola terza dimensione sul piano
bidimensionale. Il tema indagato da Escher si sviluppa infatti sulla base di accorgimenti
geometrici che vanno a cercare le situazioni limite nelle quali la percezione dello spazio e
incerta, ambigua, e gli elementi che lo popolano possono ben esser detti oggetti
impossibili”. Un’opera che dimostra efficacemente questo discorso e senza dubbio
Concavo e convesso, del 1955 (figura 1). Qui la scena sembra apparentemente coerente ma
guardando con piu attenzione ci si rendera conto che la meta di sinistra e osservata
dall’alto e quella di destra dal basso entrambe composte dagli stessi elementi
architettonici.

Un’altra opera in cui Escher esaspera questo tema ¢ Alto e basso (figura 2) dove mostra lo
stesso ambiente da due punti di vista diversi. Nella meta superiore di questa litografia,
realizzata nel 1947, il punto di vista € posto al terzo piano di un edificio che si apre su un
cortile abbellito da una presenza di una palma. La meta inferiore dell’opera, invece,
rappresenta il medesimo edificio visto dal cortile, dove un ragazzo guarda una donna
affacciata alla finestra. Si ha cosi un effetto dentro/fuori molto sofisticato. Inoltre ha anche
utilizzato un tipo di deformazione prospettica estremamente innovativa per I’epoca, ovvero
quella prospettiva curvilinea che Escher aveva sperimentato producendo le celebri sfere
riflettenti.

Si osservi, allora una xilografia come Torre di Babele del 1928 (figura 5) nell’esasperata
vista dall’alto non sara difficile cogliere quelle radici della ricerca prospettica
caratterizzanti le opere analizzate fin’ora. Famosissima ¢ la serie di autoritratti con le
sopracitate sfere riflettenti (figure 3 e 4).

48



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

Figura 1. Escher, Concavo e convesso (1955)
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Figura 2. Escher, Alto e basso (1947)

Figura 3. Escher, Autoritratto in camera e vista sul mare (1961)
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Figura 4. Escher, Mano con sfera riflettente (1935)
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Figura 5. Escher, Torre di Babele (1928)
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7.2 Escher matematico

Figura 6. Escher, Planetoide tetraedrico (1954)

I solidi e la matematica in generale hanno
sempre avuto grande importanza nell’arte,
soprattutto quella di Escher. In particolare i
cinque solidi regolari, ossia il cubo, il
tetraedro, l'ottaedro, il dodecaedro e
I'icosaedro, detti solidi platonici, hanno
stimolato la creativita dell’artista. La loro
caratteristica € che tutti gli angoli e tutti i lati
della superficie sono uguali. Se si rinuncia
anche ad una sola di queste rigorose esigenze
di regolarita, allora si entra nella ben
numerosa famiglia dei solidi di Archimede,
come per esempio il cubo-ottaedro che
Escher utilizza nella stampa Cristallo,
oppure, sebbene modificato, in Planetoide
tetraedrico del 1954 (figura 6) dove il solido
geometrico si rivela come una sorta di
piccolo universo urbano a due facce, una di E =
terra e una di acqua, che fluttua nel vuoto del cosmo. L’artista olandese seppe apphcare
queste sue conoscenze alla realizzazione di opere straordinarie, come per esempio Stelle,
una xilografia del 1948 (figura 7) che sembra entrare nel cuore della struttura geometrica
dei cristalli.

L’influenza della matematica e della geometria
nell’arte di Escher € quindi completamente
dimostrata. Quello che sorprende ulteriormente
gli studiosi ¢ la capacita dell’artista di anticipare
aspetti della matematica che saranno scoperti
ed analizzati solo in un secondo momento. E’ il
caso dei frattali, ossia quegli enti geometrici che
ho analizzato nella parte dedicata alla
matematica. Alcune opere hanno le medesime
caratteristiche di similitudine strutturale e
godono delle stesse proprieta di scala che si
riscontrano nei frattali.

Allora é tutta qui la mistica di Escher: la ricerca
della trama di perfezione matematica e
geometrica in un universo apparentemente
caotico. Del resto come afferma l’artista stesso:
“la bellezza e 'ordine delle regole matematiche
sono irresistibili [...] se tu insisti a parlare di
Dio, hanno qualcosa di divino, per lo meno
nulla di umano”.

Figura 7. Escher, Stelle (1948)
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7.3 Arte al cubo — lo sconvolgimento dei canoni pittorici

La pittura, dal Rinascimento in poi, aveva come scopo fondamentale quello di imitare la
natura e di produrre immagini verosimili del reale. Le tre dimensioni venivano
rappresentate con il chiaroscuro e la profondita veniva resa con la prospettiva. Alla fine del
XIX secolo, con ’Espressionismo, anziché elaborare e rappresentare i dati della realta, gli
artisti cercarono di comunicare il loro stato d’animo attraverso le linee, i colori e la
composizione, creando anche effetti del tutto innaturali. Anche la regola della prospettiva,
come gia era accaduto nella ricerca degli impressionisti, vennero messe in discussione. La
pittura cubista, che si sviluppo in Europa tra il 1908 e il 1914, modifico ulteriormente la
visione prospettica, sulla base delle indicazioni di Cezanne: “trattare la natura secondo il
cilindro, la sfera, il cono”. Nei quadri cubisti 'oggetto viene, infatti, rappresentato nella sua
volumetria essenziale come se fosse visto contemporaneamente da diverse direzioni. In
questo modo gli artisti volevano ottenere una rappresentazione “totale”: non piu solo cio
che si vede, ma anche cio che si conosce. Pero le immagini cosi ottenute sono del tutto
diverse da come ci siamo abituati a vedere le cose e per questo possono sembrare a volte
incomprensibili. I1 nome Cubismo, che venne dato ironicamente a questo movimento
artistico proprio dai suoi denigratori, deriva appunto dal fatto che ogni forma, nei dipinti
di Picasso e di Braque, sembrava costituita da facce di cubi sovrapposte, senza alcuna
corrispondenza con la realta.

~7.4 Due fasi del Cubismo

1. Nel Cubismo analitico (1908-1910) le forme sono ridotte alla loro struttura
geometrica interna (poliedri, coni e cilindri). Tutte le sfaccettature, che sarebbero
visibili da diversi punti di vista, vengono ridotte su un unico piano. Non esiste il
chiaroscuro né la prospettiva aerea. In questo modo il fondo si rovescia sulla
superficie e 'oggetto viene frantumato nella compenetrazione dei piani e delle linee.
I colori usati sono pochi (solo bianco, nero e
pochi altri toni), non coincidono piu con la
forma degli oggetti e sono leggeri e sfumati ai
bordi. Il risultato ¢ un’immagine davvero
difficile da ricomporre per lo spettatore.

2. Nel Cubismo sintetico (1912-1913) i soggetti,
prevalentemente nature morte, non hanno
pit neanche un ricordo della forma reale:
rappresentano invece I'idea dell’oggetto come
viene elaborata non solo attraverso i sensi ma
anche attraverso l'intelletto. Il dipinto non e
pill neppure una vaga imitazione della realta,
€ una cosa a sé che forse, se non avesse un
titolo, sarebbe impossibile da ricollegare alla
realta a cui si ispira. Nel quadro infatti gli
oggetti non vengono nemmeno piu evocati
attraverso la finzione della pittura, ma
semplificati al massimo nelle loro componenti
essenziali e sono inseriti brandelli di giornale,
spartiti musicali, carte da gioco, legno, | & AN
metallo (il collage di Picasso). Braque, Natura morta con carte da gioco (1913)
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7.5 La quarta dimensione

Contemporaneamente alla nascita della relativita generale di Einstein che metteva in
discussione i concetti di spazio e di tempo assoluti, il Cubismo introduceva anche nella
pittura la quarta dimensione: il tempo. Quando facciamo una fotografia, o osserviamo un
oggetto rimanendo fermi in un punto, possiamo vederlo solo da un’angolazione. Per
poterlo vedere da piu punti di vista dobbiamo girargli intorno, e comunque osservandolo
per un po’. L’artista studia 'oggetto che vuole rappresentare per un certo tempo e, quando
lo dipinge, porta nel quadro tutto cio che ha osservato. L’introduzione della variabile
tempo in queste opere va considerata anche quando le si osserva. Un quadro cubista non
puo essere compreso con uno sguardo veloce; bisogna analizzare le singole parti e
ricostruirle mentalmente, per riuscire a vedere nell'immagine non piu soltanto quello che
appare ma anche cio che € noto della realta. Il poeta Guillaume Apollinaire scrisse che il
Cubismo “non ¢ arte di imitazione, ma di pensiero”.

Picasso, Les Demoiselles d'Avignon (1907)
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7.6 Kandinskij

Nato a Mosca nel 1866 e morto a Neuilly-sur-Seine nel 1944, € stato un pittore e critico
russo la cui opera svolse un ruolo fondamentale nello sviluppo dell'arte astratta. Dopo la
prima guerra mondiale, i soggetti astratti di Kandinskij assunsero forme sempre piu
geometriche. Composizione VIII No. 260 (figura 8), ad esempio, € un insieme armonioso
di linee, cerchi, archi e altre forme geometriche elementari.

“la forma, anche astratta, geometrica, possiede una sua propria interiorita; e un essere
spirituale, dotato di qualita identiche a questa forma. Un triangolo e un essere. Un
profumo spirituale che gli é proprio ne emana. Associato ad altre forme questo profumo
st differenzia, si arricchisce di sfumature”

Kandinsky, Composizione X (1939)
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~.7 Mondrian

Piet Mondrian diede il maggior contributo all’arte astratta. Nel 1920 inizio a dipingere
composizioni che creavano un’armonia particolare attraverso la chiarezza geometrica,
usando pochissimi elementi (i tre colori primari rosso, giallo e blu e linee verticali e
orizzontali). L'uso di linee rette insieme a i tre colori primari € un tema ricorrente nell’arte
moderna e in particolar modo nell’architettura funzionale.

Mondrian, Sezione aurea

Mondrian, Composizione con piano rosso grande, giallo, nero, grigio e blu
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MARCO VITRUVIO POLLIONE

In questo capitolo viene esaminata I’applicazione dei motivi geometrici e delle nozioni di
matematica all’architettura, mostrando gli evidenti legami tra le due discipline e
contemporaneamente offrendo un momento di riflessione, nel tentativo di evidenziare
questo legame presente dall’eta classica sino alla contemporanea.

8.1 La vita

Considerato uno dei piu grandi architetti e trattatisti dell’epoca romana, Marco Vitruvio
Pollione nacque a Formia, visse ed opero nell’eta di Augusto, a cui dedico la sua opera piu
celebre, il De Architectura.

8.2 De Architectura

Il De Architectura ¢ la prima trattazione sistematica della materia, fondata su autori
tecnici greci e non priva di ambizione letteraria, anche se inevitabilmente ricca di
tecnicismi e con un tocco di maggiore elaborazione nei proemi ai singoli libri. Come tutti
coloro che si occuparono delle tecniche, Vitruvio avverti una sorta di complesso di
inferiorita nei confronti delle pit nobili discipline dello spirito: incapace di rivendicare
un’autonomia per la propria arte, egli concepi per I'architetto una formazione culturale
ampia ed enciclopedica, nutrita di filosofia e, in ultima istanza, affine a quella che
Cicerone destinava all’oratore. Da questo punto di vista, Vitruvio, I'unico scrittore
nell’ambito di un genere anomalo che a nessun costo si sarebbe mai potuto misurare con
I'eccellenza della produzione artistica, e il perfetto rappresentante di cultura tecnologica
che era meno povera di quanto essa stessa si credeva, ma che non fece progressi proprio
per non essere riuscita a darsi uno statuto di iuxta propria principia (come avrebbe detto
Galileo), evitando di misurarsi con i valori dell’arte ma trovando la propria legittimita nel
tema importante e imprescindibile della stessa natura.

Per Vitruvio, I'architettura € soprattutto scienza umanistica, in quanto contiene tutte le
altre. Secondo Vitruvio l'architetto modello deve avere anche nozioni di:

« geometria: deve conoscere le forme con cui lavora

« matematica: 1'edificio deve stare in piedi, per questo vanno fatti dei conti specifici

Infatti, 'architettura e collegata a doppio filo soprattutto con la geometria e la matematica,
tant’e che ogni popolo, di cultura ed epoca diversa, ha sempre utilizzato ad ornamento dei
motivi geometrici.

A sancire questa uniformita e versatilita dell'uso, c’e I'universalita della scienza geometrica,
che permette anche di classificare a prima vista stili e tecniche di estrazione culturale
differente.

La matematica e la geometria hanno da sempre affascinato gli artisti e gli architetti,
fornendogli strumenti e modelli per realizzare le loro opere.

8.3 Uomo vitruviano
Nel libro III del De Architectura, Vitruvio scrive che le proporzioni degli edifici devono

fondarsi su quelle del corpo umano. Contestualmente, a riprova della perfezione della
forma del corpo umano, osserva come ’homo bene figuratus, cioe 'nomo dal fisico ben
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proporzionato, se allarga braccia e gambe risulta inscritto nelle due piu perfette figure
geometriche: il quadrato ed il cerchio.

“Item corporis centrum medium naturaliter est umbilicus. Namque si homo
conlocatus fuerit supinus manibus et pedibus pansis circinique conlocatum
centrum in umbilico eius, circumagendo rotundationem utrarumque
manuum et pedum digiti linea tangentur. Non minus quemadmodum
schema rotundationis in copore efficitur, item quadrata designatio in eo
tnvenietur. Nam si a pedibus imis ad summum caput mensum erit eaque
mensura relata fuerit ad manus pansas, invenietur eadem latitudo uti
altitudo, quemadmodum areae, quae ad normam sunt quadratae.”

(trad.)

Cosi, il centro del corpo e naturalmente l'ombelico; infatti se si collocasse supino un uomo
con le mani e 1 piedi aperti e se si mettesse il centro del compasso nell'ombelico,
descrivendo una circonferenza, si toccherebbero tangenzialmente le dita delle mani e dei
piedi. Ma non basta: oltre lo schema del circolo, nel corpo si trovera anche la figura del
quadrato. Infatti, se si misura dal piano di posa dei piedi al vertice del capo, e poi si
trasportera questa misura alle mani distese, si trovera una lunghezza uguale all'altezza,
come accade nel quadrato tirato a squadra.
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Schema desunto dal De Architectura di Vitruvio, relativo alle proporzioni del corpo umano.

Nel passo che accompagna la figura si legge: «Vetruvio architetto mette nella sua opera
d’architettura che le misure dell'omo sono dalla natura distribuite in questo modo...»
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SCHEDA DI APPROFONDIMENTO

Il trullo delle colline fasanesi

In questa scheda di approfondimento mi avvio ad impostare un breve dlSCOI‘SO riservato
alla storia del mio paese, poiché avendo come campo di
osservazione un ambito spaziale circoscritto, rappresenta
per me un osservatorio privilegiato, realizzando di
conseguenza un itinerario di approfondimento sulla
presenza di nozioni matematiche e geometriche per la
realizzazione di costruzioni in pietra caratterizzanti le
nostre zone: i “trulli”.

Il trullo fasanese € alquanto diverso dai trulli esistenti in
altri territori, ed € alquanto modificato dalla sua forma
primitiva. Essa infatti ha I'intradosso a superficie conica
e mai ovoidale od ellissoide. E’ ad un piano, senza scala
esterna di accesso al vertice. La superficie esterna della
volta € conica, a sagoma piuttosto rialzata, mai ribassata
e non € quasi mai intonacata, se non per breve altezza, al 58 ;
vertice, sotto il pinnacolo, formando una specie di cappuccio quasi sempre 1mb1ancato

Il trullo e costituito da un piedritto in muro a secco, a parametri di conci squadrati
sommariamente. La pianta interna € originariamente circolare, cid perché non si sapeva
ancora raccogliere bene il cono superiore al parallelepipedo di piedritto. In seguito pero,
imparando a tagliare i conci relativi, si costruirono piedritti a pianta quadrata o
rettangolare a rapporto minimo. Percio le sezioni dei primi trulli, fatte nel cono superiore,
sono sempre cerchi, mentre nei trulli meno antichi, sono di forma quadrato curvilineo
verso la base, divenendo circoli man mano che si va verso il vertice del cono.
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LES MATEMATIQUES

La France est pleine de grands mathématiciens qui ont donné une énorme contribution a
la science et aux disciplines humanistes.

9.1 Descartes

On doit l'invention de la coordonnée cartésienne au mathématique francais René
Descartes (Cartesio c’est le nom italien) qui est né en 1596 a La Haye et est mort dans le
1650 a Stockholm. Il a vécu pendant une époque difficile pour les guerres, les famines, la
peste, les conjurations, les batailles religieuses, mieux connues avec le nom de Renaissance
éclatée. Malgré il était directement impliqué dans ces éveénements (Descartes a été pour
longtemps un militaire) a donné un tres grand apport au sciences mathématiques. Son
ceuvre scientifique est communément considérée comme le plus grand pas qu'on ait jamais
fait dans le progres des sciences exactes. Descartes a eu méme une considérable
importance comme philosophe. Avec l'application de la méthode scientifique, de
I'expérience controlée et répétée et du raisonnement mathématique, préposé a une variétés
des disciplines dans le savoir humain Descartes a
contribué, plus que chaque autre, a ouvrir a la société
moderne. Avec sa pensée, qui soumettait chaque chose a
une subtile vérifie rationnel, il a détruit la culture
médiévale qui se basait sur " principes de autorité" ,
c'est-a-dire sur des vérités qui venaient de I' haut et ils ne
pouvaient pas se discuter. Avec son ceuvre «Discours de
la méthode» il a inventé la géométrie analytique. Grace
au détachement de la nouvelle géométrie analytique
cartésienne par rapport a celle traditionnelle, il a été
considéré le créateur d'une nouvelle géométrie plus
qu'un réviseur de celle qui est passé. La géométrie
analytique, basée sur 'use des coordonnées cartésiennes,
crée un rapport parmi des organismes géomeétriques et
nombres qui permettent de traduire les relations entre
organisme de la géométrie en relation parmi des e
organismes algébriques; il devient ainsi possible

résoudre des problemes géométriques avec de procédures algébriques. Seulement avec
cette fusion d'algebre et de géométrie il est possible les représentation géométrique de tres
vaste classe de fonctions, en permettant le développe de calcule infinitésimal. De vrai
homme moderne Descartes a eu aussi un esprit cosmopolite. Il a tourné pour longtemps
I’entiére Europe en vivant et en travaillant en divers pays, en maintenant entretemps une
étroite collaboration épistolaire avec beaucoup des majeurs intellectuels de son époque.
Au-dela de mathématiques il s'est occupé de chimie, de physique, d'anatomie,
d'astronomie ainsi que de météorologie. Son grand admirateur et protecteur a été le
Cardinal Richelieu, un des créateurs du moderne état francais. Malgré il vivait dans une
époque tres difficile et calamiteuse, Descartes n'a manqué jamais de confiance dans
I’homme et dans son futur. Le concept que I'humanité aurait trouvé en rationalité et dans I’
application pratique de la connaissance scientifique, 1'unique et le seule mode pour
s'émanciper et pour se libérer progressivement des maux et des besoins qui la harcelaient,
est un concept crée par Descartes. Ils sont des concepts encore valides aujourd'hui.
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9.2 Fermat

Fermat est né en France a nord de Toulouse. Fils d'un marchand de cuir, il a étudié loi et
est devenu avocat au Parlemente de Toulouse ou il s'est transféré dans le 1631. Mais dans
le temps libre s'occupait de littérature (il a composé aussi
quelques vers), et surtout de mathématiques. Pour ce Fermat
est appelé "Le prince des dilettantes". En effets il est
stupéfiant comme Fermat, malgré en se dédiant aux
mathématiques seul dans le temps libre, soit été une
mathématique de grande importance. Il publiait ses idées tres
rarement et généralement nous savons de ses découvertes
grace a sa correspondance avec autres mathématiciens
comme Mersenne ou Pascal. D'autres découvertes nous
savons grace a ses commentaires en marge a des livres qui
lisait. Pour cette raison souvent son travail a été imputé a
autres. La plus ancienne et prestigieuse école supérieure de
Toulouse s'appelle vraiment Pierre de Fermat.

9.3 La Géométrie analytique

D'une lettre du 1635, nous savons que Fermat savait représenter des courbes
mathématiques par des équations d'abord que Descartes publiait «la Géométrie». Cette
découverte est a la base de la géométrie analytique qui donc Fermat avait inventé
indépendamment de Descartes auquel il est d'habitude attribuée. Mais nous savons que les
deux regardaient a leur découverte en mode entierement divergée : Descartes, en effet, la
considérait une rupture avec les mathématiques anciennes, par contre Fermat comme une
sorte de continuation et faisait remarquer que méme Apollonius dans ses coniques arrivait
a des concepts prés de la géométrie analytique. Fermat s'est occupé du probléeme des
tangentes a une courbe donnée. Il résolut le probleme de facon différente a Descartes. Sa
solution du probleme, (Ia Méthode des tangentes de Fermat) utilise des méthodes proches
a ceux limite et de la dérivée. Cette méthode permet aussi de trouver les maxima et les
minima d'une fonction autrefois qu'on en sache 1'équation de la tangente. Pour ce Fermat
aujourd'hui il est considéré un des fondateurs de calcule différentiel.
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Bertrand Arthur William Russell was born in 1872 in Great Britain, his important works
were concerned with mathematics. Russell’s great contribution to logic and mathematics
was his study of logic. His best known work was Principia Mathematica. In 1950, Russell
won the Nobel Prize in Literature and died in 1970.

Russell’s contribution to logic and the foundations of mathematics include his discovery of
paradox and his defence of logic, that is the view that mathematics can be reduced to
formal logic.

Russell discovered the paradox that bears his name in 1901, while working on his
Principles of Mathematics (1903). The paradox arises in connection with the set of all sets
that are not members of themselves. Such a set,

if it exists, will be a member of itself if and only

if it is not a member of itself. The paradox is PRINCIPIA
significant since, using classical logic, all

sentences are entailed by a contradiction. MATHEMATICA
Of equal significance during this same period TO 56

was Russell’s defence of logic. First defended in i
his Principles of Mathematics, and later in
greatest detail in the three volumes Principia S B T
Mathematica (1913), Russell logic consisted of AND

two main theses: the first is that all BERTRAND RUSSELL, F.RS.

mathematical truths can be translated into
logical truths; the second is that all
mathematical proofs can be recast as logical
proofs or, in other words, that the theorems of
mathematics constituted a proper subset of
those of logic.

Russell’s basic idea for defending logic was that
numbers may be identified with classes of
classes and that number-theoretic statements
may be explained in terms of quantifiers and
identity. Thus the number I would be identified CAMBRIDGE

with the class of all unit classes, the number 2 e g e

with the class of all two-membered classes, and

so on. Statements such as “There are two books”

would be recast as statements such as “There is a book, x, and there is a book, y, and x is
not identical to y”. It followed that numbers operations could be explained in terms of set
theoretic operations such as intersection, union, and difference.

The Principia tells only about “the theory of sets”, cardinal numbers, ordinal and real ones;
branches more advances of mathematics, like analyses, are not dealt inside of this work;
however Russell and Whitehead, at the end of the third volume, want to say that all
branches of mathematics can be dealt with the formalism that they adopted. The
“Principia” does not resolve the issue of contradictions that can be derived from the axioms
adopted by Russell and Whitehead. The issue has been resolved by the formulated Godel’s
“theorems of incompleteness” in 1931.

BY
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LA MATEMATICA DELLO SPORT

La matematica e la fisica hanno innumerevoli applicazioni nello sport. Infatti, tutte le
discipline sportive sono regolate da leggi della fisica e per ogni disciplina si possono creare
e studiare modelli matematici che rappresentano, con delle formule, il gesto sportivo.

11.1 Pallone da calcio

I normali palloni da calcio sono formati da pezzi di cuoio di cui 12 pentagoni regolari e 20
esagoni regolari, cuciti fra loro lungo i lati, che sono tutti di uguale lunghezza. Puo
sembrare una sfera perfetta ma non lo e affatto. II Bucky ball, o pallone da calcio, € un
icosaedro troncato, uno dei tredici poliedri archimedei, poichéi 12 vertici sono limati.

e Quante facce ha il pallone?
Il pallone possiede 32 facce, di cui 12 sono pentagoni e 20 sono

esagoni. &

e Quante sono le cuciture?
I lati dei suddetti poligoni sono in tutto (12 x 5) + (20 x 6) = 180 lati. ~
Dato che ogni cucitura unisce 2 lati, queste saranno in tutto 180 : 2 = .
90 cuciture.

e Quanti sono i vertici? ‘ ,
(12x 5) + (20 x 6) = 180 ogni vertice € in comune a tre poligoni quindi
180 : 3 = 60 vertici.

E facile dimostrare che gli esagoni non tassellano la sfera. La prova si effettua per assurdo:
si nega la tesi e se ne deduce una contraddizione. Supponiamo dunque che gli esagoni
tassellino la sfera. Allora esiste un poliedro convesso le cui facce sono tutte esagonali e sia
f il numero di queste facce. Ognuna di esse ha 6 lati, ma ogni lato € comune a due facce:
quindi il numero degli spigoli € s = 3f. I vertici di ogni faccia sono 6, ma ogni vertice e
comune a tre facce: quindi i vertici sono complessivamente v = 2f. Ora, secondo la formula
di Eulero si deve avere v — s + f = 2. mentre nel nostro ipotetico caso si avrebbe: v — s + f =
2f —3f + f = 0, e quindi una contraddizione.
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11.2 Analisi dello sciatore

Consideriamo il sistema sciatore (atleta) / pendio (ambiente). Entra subito in gioco il moto
su un piano inclinato: un corpo scivola su un piano inclinato; su di esso agiscono la forza
peso P e la reazione vincolare R del piano. Se scomponiamo il vettore P nelle componenti
P: (perpendicolare al piano) e P. (parallelo ad esso), vediamo che P; ¢ equilibrato da R, per
cui la forza che trascina 'oggetto verso il basso ¢ P- il cui modulo e dato dall’espressione

P, =(h /1) P dovel e la lunghezza del piano inclinato e h la sua altezza.

m m [ m [ m [

la gravita € quella forza che ci tira verso il basso e quindi senza di essa non sarebbe
possibile sciare. Nello sci hanno particolare importanza altri tipi di forza come la reazione
vincolare del terreno che ci permette di non sprofondare e di fare le curve, oppure gli attriti
che ci permettono di avere il controllo sugli sci. Questi ultimi sono dovuti alla resistenza
dell’aria e al contatto con la neve.

Lo scopo dell’atleta € quello di arrivare al traguardo nel minor tempo possibile, ovvero
scendere lungo il pendio della montagna sempre piu velocemente riducendo gli attriti. Per
fare cio indossa una tutina da gara aerodinamica e mette la sciolina sotto gli sci.

o

Q\

65



A cosa serve la matematica? MATEMATICA E’' CULTURA Annamaria Cavalo

11.3 Il cambio della bicicletta

In matematica il rapporto fra due numeri ¢ il risultato della loro divisione, questo concetto
e strettamente legato al rapporto ciclistico. Il sistema a ingranaggi serve a modificare il
numero di giri che la ruota posteriore compie ad ogni pedalata, questo numero ¢
esattamente il rapporto aritmetico fra il numero di denti dell’ingranaggio anteriore e il
numero di denti dell'ingranaggio posteriore.

Se il rapporto vale 2 vuole dire che ad ogni pedalata si fanno due giri di ruota, se invece ¢
/2 vuol dire che per far compiere un giro alla ruota occorrono due giri di pedale. Se
contiamo i denti dell’ingranaggio del cambio di una bici, scopriamo che il rapporto piu
duro vale 48/14 (circa 3,4 giri), e lo impostiamo scegliendo il maggiore degli ingranaggi
anteriori e il minore degli ingranaggi posteriori; il piu agile vale invece 28/33 (circa 0.8
giri) e lo impostiamo collegando il minore degli anteriori col maggiore dei posteriori.
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11.4 Matematica e Formula 1

Le applicazione della matematica nella Formula 1 sono molteplici. Moltissime scelte
progettuali vengono fatte utilizzando un modello di simulazione numerica della vettura. La
versione numerica implementata su calcolatore di una serie di equazioni che sono frutto di
una descrizione matematica delle leggi fisiche che governano la dinamica del veicolo e delle
sue componenti. I modelli matematici sono utilizzati per scrivere programmi che
forniscono una rappresentazione della realta cosi fedele da poter essere utilizzati per fare
previsioni.

I tecnici della Ferrari li utilizzano per anticipare i problemi che potrebbero incontrare in
gare. I modelli matematici sono usati come palestra, per allenarsi a prendere le decisioni.
In un ambiente fortemente competitivo, come le corse automobilistiche, € necessario poter
analizzare la realta in modo accurato e complesso, senza semplificare o trascurare alcun
aspetto. Cio € possibile non solo facendo un uso esteso di modelli matematici e di
strumenti di calcolo potenti e sofisticati ma anche a metodi di ragionamento
fondamentalmente matematico.
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CONCLUSIONE

Quello che muove la matematica sono la curiosita, 'amore per la ricerca, il “vedere”, la
passione, ma anche il rigore, che € la forma con cui si costruisce il pensiero. A mio parere si
scopre che cos’e la matematica quando si parla con persone che non ci mettono davanti a
numeri ma che ci fanno arrivare ai numeri perché sono I’elemento del linguaggio per il
ragionamento. La matematica non € un gesso che si stacca dalla lavagna per stanchezza e si
sbriciola di fronte a lezioni piene di formule e certezze, senza parole, che pretendono di
avere significato solo perché alla fine si arriva a un risultato. Se cosi fosse, la matematica
appassirebbe nella noia di chi deve apprendere mnemonicamente, senza capire che dietro
ci sono passioni, sbagli, ricerche, metodo, vita. La matematica ha un ruolo fondamentale
nella vita reale. I piu grandi artisti si sono ispirati al ragionamento matematico per creare
opere che costellano il cielo della cultura.

Tutto quello che 'uvomo ha creato e tutto quello che ci circonda non sarebbe cosi senza
Papporto della matematica. E’ certamente una scienza difficile, ma ha un fascino tutto da
scoprire.

“La matematica € la chiave che apre le porte della conoscenza”.

René Magritte — Le promenade d’Euclide L. Saffaro — La dea della geometria

La Dea della Geometria € una figura la cui immagine
é solo apparentemente l'immagine rassicurante di
una donna del Settecento sospesa tra ’architettura.
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